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A rugalmassagtan sikfeladatanak megoldasa komplex valtozds
fliggvények segitségével

The Solution of the Elastostatic Plain Problem with the Aid of Complex
Functions

Szarka Zoltan
Montavid Termodinamikai Kutatécsoport, Budapest

OSSZEFOGLALAS: A tanulmany a rugalmassagtan sikfeladatanak megoldasat mutatja be, komplex
valtozds fuggvényekre vonatkozo peremértek feladatra visszavezetve azt. Az egyensulyi egyenletek-
bél kiindulva bemutatja, hogy az AIRy-féle fesziiltségfiiggvény biharmonikus, és ez a fliggvény el6al-
lithaté ket regularis komplex valtozds fliggveny (Gn. komplex potencialok) segitségével. Kihasznalva
az AIrv-fliggvény tulajdonsagait, ezzel a két fuggvénnyel elballitja a fesziiltségeket és az elmozdulast
is. A kivant megoldas eldallitasdhoz sziikséges peremfeltételt a terhelésnek kitett tartomany hataran
mikodo, adott erérendszer ismeretében irja fel (erdmoddszer). Ez a peremfeltétel végiil nem a fesziilt-
segfliggvenyre, hanem a két komplex potencialra vonatkozik. A tovabbiakban a fesziiltségfliggveny
mar nem jatszik Iényeges szerepet, bar ez is meghatarozhato.

Kulcsszavak: Rugalmassagtan, komplex valtozds modszerek

ABSTRACT: The study presents the solution of the plane problem of elastostatics, reducing it to a
boundary value problem for complex functions. Starting from the equilibral equations, it shows that
the Airy stress function is biharmonic and can be given with the aid of two regular complex functions
(so-called complex potentials). Using the properties of the Airy function, it provides stress and
displacement in terms of these two functions.. The boundary condition required for the appropriate
solution is taken based on the forces acting at the boundary of the loaded domain (force method). In
the end, this boundary condition refers to the two complex potentials instead of the stress function.
Afterwards, the stress function does not play an important role, though it can also be determined.

Keywords: Elastostatics, complex functions

1 A FELADAT MEGFOGALMAZASA®

Ismert, hogy a rugalmassagtan sikfeladatanak alap egyenletrendszere, a HOOKE-tdrvény esetén, a to-
meger6t figyelmen kiviil hagyva:

Pl ot toks 0
Egyensulyi egyenletek: 22X+~ _ ¢, X 9% _p, (1.1)
OX oy OX oy
Geometriai egyenletek: &y :8_u’ gy :@, Vxy = @+a—u (1.2)
OX oy oX oy
Anyagegyenletek: oy =2Gegy + /19,0'y = ZGgy +/19,rxy = G;/Xy, (1.3)

Az (1.3) alatti anyagegyenleteket szokas fizikai egyenleteknek is mondani, ahol 8 = ¢, + Ey, A az
an. LAME-allandd, 2G a cstsztaté modulus. TeljesilInie kell még a
02 o2
Aloy +oy) =0, A=—2+—2
ox= oy
Osszeférhetdségi (kompatibilitasi) egyenletnek is.
A fenti egyenletekben 8 ismeretlen van (o-x,o-y, Txy 1 E€x: €y Vxy u,v), és ezeket kell meghatéaroz-

(1.4)

ni. Jeldlje az AIRY-féle (kétvaltozos) fesziltségfiiggvényt: U. Ismertnek tételezziik fel azt, hogy

! Jelen cikk a diszken mellékelt teljes cikk roviditett véaltozata, ezért a képletszamozast valtozatlanul hagytuk
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02U 02U o°U
xS VT T Ty (19)
oy X oxoy
Ezeket a fesziiltségeket behelyettesitve az (1.4) egyenletbe, a
2 2
A S O3 |- AaU) = AAU =0
OX oy
azonossagot kapjuk. Ez pedig azt jelenti, hogy U biharmonikus fliggvény, amely el6allithato
- (. — —
U =Relzp(2) + 2(2)]=; [20(2) + 20@) + 2(2) + 2@)| (1.10)

maddon, ahol ¢ és y tetszdleges regularis fiiggvények. Az U fliggveny gradiense
gradu =2 1Y )+ 20 (D) + 7). (1.11)
OX oy

Feladatunkat tehat ugy foglalhatnank 6ssze, hogy hatarozzuk meg az (1.10)-ben felirt U biharmonikus
fuggvényt. De az (1.10)-bél az is lathato, hogy ehhez meg kell hatarozni a ¢ és y komplex valtozos

flggvényeket. Ezek ismeretében hatarozhaté meg az U fuggvény, ha egyéltalan sziikséglink van ra.
Mert ne felejtsiik el, hogy elsddleges célunk a fesziiltségek és az elmozdulasok meghatarozasa. Fel-
adatunkat tehat a két regularis komplex valtozos fuggvény (¢ és y ) meghatarozasara vezettik vissza.

2 A PEREMFELTETELEKROL o

A y
z-)(V
—
A feladat megoldasahoz nyilvan peremfeltétel is szlikséges. Ehhez dx
képzeletben vagjunk ki az S tartomany sz¢€lébol egy derékszogii ha-
romszog alakl elemet (2.1. dbra). A dz atfogo a hatargdrbének egy Ty
ds hosszlsagu vonaleleme (|dz| =ds), melynek normélisa legyen n, o dy dz q
X X

és az x tengely irdnyéaval bezart szége « . A dz atfogéra F, kiilsd

. , ” a
fesziltségvektor  hat, amellyel a  befogokon  keletkezd n
Ox: 0y, Txy: Tyx fesziiltségek tartanak egyensulyt. F, komponensei

legyenek qy,qy . Egyensuly akkor all fenn, ha Ay F

2
2.1. abra

Oy COSa +Tyy SINa =y €Ty, COS+ 0y SiNa =(qy. (2.1)
Elvégezve itt a
GRV 0%U o%U

Oy =——,0y =——,Tyy =Tyx =— —— (2.2)
YT gy
helyettesitéseket, majd némi atalakitas utan az
. . d
F, =0y +iqy =—i—gradU 2.3
n =0x +10y ng (2.3)

egyenléséget kapjuk. Képezve ennek a fesziiltségvektornak az ivhossz szerinti vonal- integréljat a ¢
hatargorbe A és P pontja kozott, az AP ivre hato eredd erdt kapjuk. Jelolje ezt F = X +1iY . Ekkor

F=X+iY = [Fyds= —1jdigradu ds = -ilp(2) + 20’ (D) + v (D),
S
g g

4 Itt felhasznaltuk az (1.11) egyenlSséget is, és y/(z) = ;('(Z).
A Célszerii a (2.4) formulat
22 abra (p(Z) + Z¢’(§) + W(g) =iF = fl + I1:2 (2.5)

alakban hasznalni, ahol { a g gorbe tetszéleges pontja.
Megemlitjuk, hogy a g zart gorbére hat6 ered6 erd

F= §g F,(&)s. (2.6)
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3 AZ ALAPFORMULAK ELOALLITASA

A tovabbiakban a feszilltségek és az elmozdulasok meghatarozasahoz szilkséges formulak eldallitasa-
val foglalkozunk. Ehhez térjlink vissza az el6z6 szakasz (2.1)-(2.4) formuldihoz. Ha itt az ivelem az y
tengellyel parhuzamos, vagyis ds =dy, akkor az n normalis parhuzamos az x tengellyel, « =0,

Ox =0x, Qy =7y € Fp = Fy. Ennek kovetkeztében

H H a ! ’ 14 !
Fy=oy+it,y = —|5gradu =0'(2)+¢'(2)-2¢"(2)—y'(2) . (3.1)
Ha pedig ds = dx, akkor n parhuzamos az y tengellyel, igy
1 H a ’ ! " !
IFy =0y —ltyy = &gradu =@ (2)+ @' (2)+ 20" () +v'(2). (3.2)
A (3.1) és (3.2) dsszeadasaval, ill. kivonasaval a
oy +0y =200'(2)+9'@)|= 4Relp'(2)] = 20(2) + D(2) | (3.3)
ill.
oy —ox + 2ty =2079"(2) +y'(2)] = 2[70'(z) + ¥(2)] (3.4)
egyenléségeket kapjuk, ahol
D(2) =¢'(2) Y(2)=v'(2). (3.5)

A (3.3)-b0l és (3.4)-bol kifejezhetSk a fesziiltségek:
oy =Re[2¢' - 79" —y']= Re[2® — 70’ - ],
oy =Re[2p' + 79" +y'|= Re[2® + 70" + ], (3.6)
Tyy = Im[Zo" +y']= Im[zd’ + ¥].

A deformaciok kovetkeztében keletkezé W = U + iv elmozdulas
A+3G

A+G

u+iv= %[Kgp(z) - zm —m] (3.8)

4 KETSZERESEN OSSZEFUGGO VEGES TARTOMANY ESETE

Kétszeresen Osszefiliggd tartomany esetén (4.1. dbra) ¢(z) és w(z) tobbértéki lehet, mert példaul a
o' 2%(P+ iIQ) filiggvénynél az egyértékii P harmo-
nikus fliggvény harmonikus tarsa (a Q fliggvény) alta-
laban tobbértéki. Ezért legyen
p(z)=azlnz+a Lnz+ q)*(Z),} 1)
w(2)=b Lnz+y>(z)

alaku, ahol a,a;,b; allandok, @* és y * pedig egyér-
tékt figgvények. De az a,aq,b; é&llanddkat meg lehet
ugy valasztani, hogy a tobbértékiiségbol eredd kelle- 4.1. 4bra
metlenségek megszlinjenek. Részleteket illetden az iro-
dalomra utalunk. Azt azonban megemlitjiuk, hogy
Lnz=Inz+2ikr, k egész, 4.2

ahol Inz a logaritmus fiiggvény 16 aga.
Legyen F a g, belsé gorbén hato kiilsé erék eredd vektora. Ekkor

F K F

27(l+x) ' 2z(l+x)

valasztassal a (4.1) formuldk alakja:
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F *
CD(Z):—m'nZJF(/’ (2),
v 4.7

KF *
V/(Z)mepﬂ/f (2),

ahol @* és w * egyértékii fiiggvények. Ebben az esetben az u + iv elmozdulas is egyértékii lesz.

5 KETSZERESEN OSSZEFUGGO VEGTELEN TARTOMANY ESETE

Legyen S olyan végtelen tartoméany, amely egy zart g gorbe kilseje,
az origo pedig a g hatargorbe belsejében van. (5.1. abra). S A

A komplex potenciélok szerkezetileg megegyeznek a (4.7)-ben felirt

fliggvényekkel. Itt azonban figyelembe kell venni, hogy a oy és oy /(\
\n_/'/
g

feszlltségek korlatosak, igy a

o, to, = Z[go'(z) +m] (5.1)
5.1. dbra

osszefiiggés kovetkeztében ¢'(z) -nek is korlatosnak kell lennie az S
tartomanyon, tehat a végtelenben is. Hasonl6 a helyzet a '(z) fiiggvény esetében is, a

oy —ox +2ityy =2[7¢"(2) +y'(2)] (5.2)
oOsszefliggés kovetkezményeként. Ezeket a (4.7) fuggvenyeknél figyelembe véve, esetiinkben
a a a
o(z) = —F n: +Tlz+a + 2+ =2+ 4.,
27(x +1) z 722 73 (5.3)
KF b b b '
w(@)=——Inz+T'z2+b' + L+ =2+ =1,
27(x +1) z 722 78

alakd, ahol =B +iC TI'"=B'+iC’ komplex allandék. Az (5.1) és (5.2) Ossze-fliggésekbdl latszik,
hogy a' és b’ nem befolyésolja a fesziiltségeket, igy azok nullanak vélaszthatok, tehat a' =0,
b’ = 0. A derivaltak

co’(Z)=®(Z)=—ﬁ%+r—%—f—j—3?—f—..., "
v'(2) =Y(2) :%%+F’—%—ZS—32—35—4‘3—... .
Innen lathatd, hogy
@'(0)=T=B+iC, w(w0)=T"=B'+iC’.
Az (5.1) Osszefiiggés szerint
ox(®)+ 0y () =2[B+iC +B—iC]=4B, (5.5)

tehat C elhagyhat6, mivel az kiesik. Az itt szerepld B, B', C' allandoknak lényeges fizikai jelentésiik
van. Ugyanis az (5.1) és (5.2) alapjan kdnnyen igazolhat6, hogy

ox(0)=2B-B', oy(0)=2B+B’, 7, =C', (5.6)

vagyis ezek az allandok a végtelenbeli feszlltségekkel kapcsolatosak.
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6 POLARKOORDINATAK HASZNALATA

Az alkalmazasokban (pl. korszelvényii vagatok esetén) gyakran célszeri henger-koordinatakat, ill.
polarkoordinatakat hasznalni. A DESCARTES-koordinatakkal felirt oy, oy, Tyy fesziiltségekbdl, is-
mert modon kénnyen felirhatok a polarkoordinatas alakl oy, og, 7rg tyeszﬁltségek. Ezekbdl, nem
tul sok szamitassal, atalakitassal a kovetkez6 eredményeket kapjuk:

o, = Rel2d — (70" + W )e?? |,
oy =Re[2(1)+(2®'+\P)e2i‘9], (6.3)
Trg = Im[(ZCD’+‘P)e2i‘9].

Ha u, asugariranyd, Uy az érintdiranyt elmozdulas, akkor

ur+iu9:(u+iv)e‘i‘9:%[Kﬂz)—zm—m]e‘m. (6.4)

7 VEGTELEN TARTOMANY KOR ALAKU KIMETSZESSEL (VAGATTAL)

A szadmitdsoknal igyeksziink kihasznalni a kdrszelvény adta A
lehet6ségeket. Legyen S a 7.1. abrén vazolt tartomany,
vagyis az R sugard g kor kilseje. A tartomany tetszéleges P S
pontjdnak Descartes—koordinatai x, y, polarkoordinatai r, 9.
A P pontot azonositva a z komplex szdmmal, y

z=x+iy=r(cosd+ising)=re'’. TR -
A ¢ pont (komplex sz&m) a kor kertletén van, igy / \
¢ =R(cos3+isind)=Re'’. \ X

A feladat megoldasahoz sziikséges peremértékek:

1. A végtelenbeli fesziiltségek;
2. A tartomany peremén, vagyis a koron, a kiils6 terhe-

lésbol szarmazo o €s 7y g, un. kiils6 fesziiltségek. Komp- 7.1. 4bra
lex alakban jel6lje ezt N —iT . Az ennek megfelel peremfeltétel tehat igy irhato:

o () —i75(¢) =N —IT. (7.1)

A tovabbiakban az (5.4) fliggvényeket hasznaljuk. A szdmitdsok kényelmesebbé tétele érdekében at-
indexeljiik azokat a kdvetkezdképen:

o0
_ a a, a
D)= Yaz K =T+ 242,28,

k=0 2 22 48

0
_ b
Y(z2) = D byz k :F'+ﬂ+b—2+—3+...
7 .2 .3
k=0 2z (7.2)
A (7.1) peremfeltétel alakja
O()+ D) - [70(£) + P()]= N -iT. (7.4)
A (7.2) fuggvények ay, by egyttthatéinak meghatarozasa érdekében fejtsik hatvanysorba (ponto-

sabban LAURENT-sorba) a (7.4) jobb oldalan 1évé N —iT fliggvényt. Legyen ez a sor

o0
N-iT = Y Aek? (7.5)
k=—0
A (7.4) bal oldalan all6 ®(¢), W(<) stb. fuggvények LAURENT-sorat mar felirtuk a (7.2)-ben. Ve-
gylk azokat a sorokat is a peremen, azaz irjunk z helyére ¢ -t. Ezeket és a (7.5) sort is behelyettesitve
a (7.4) egyenl6ségbe, majd az egylitthatok Osszehasonlitasi modszerét alkalmazva, meghatarozhatjuk
az ay és by egyutthatokat (L. MUSKHELISVILI 199-201. oldal). A ® és W fuggvények a (7.4) pe-
remfeltételbdl CAUCHY-tipusuy integralok segitségével is meghatarozhatok.
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Ehhez szorozzuk meg (7.4) mindkét oldalat
1 1

271 -1
ahol z az S tartomany tetszéleges pontja, majd integraljunk mindkét oldalon tagonként a g kér mentén.
Tehat a kovetkezo 0jabb feladatot kapjuk:

-vel,

1 (D) 1 (), 1 (e?.0'Q) .
2ﬂi£é’—2dg+2ﬂi§§—zdg 27z'i§ -1 de

1 ce® W), 1 (N-iT

_Zﬂ'if § -1 d _27Z'i£ é’—zdg 719)

Ezutan képezzilk a (7.4) peremfeltétel minden tagjanak konjugdltjat, majd az igy kapott konjugalt pe-
remfeltétel mindkét oldalat integraljuk az el6z6h6z hasonlé mddon:

1 (g L @@y, 1 ™00
2_7ri£§—z§+27zi£§—zdg 2;zif £ - cde
_ 1_§e_2i3"{'(§)d _ L gNAT, (7.16)
27z'|g § -1z 27r|g§—z

A (7.15)-ben és (7.16)-ban szereplé CAUCHY-tipusu integralokat kiszamitva, a @ és W fuggvények
meghatarozhatok.

8 TOVABBLEPES

Ismert, hogy a

Z=X+1y, Z=Xx-iy
transzformécidval a
4 4 4
AAU=6 lj +2 62U2+8 Lj =0
OX ox oy oy
biharmonikus egyenlet a

4
_oY =0 (10.1)
02%07°

egyenletre egyszerlisodik. Ez a GOURSAT altal 1898-ban publikalt alak 1ényeges egyszerlsitést jelent,

amely a rugalmassagtan sikfeladatanak megoldasat is egyszeriisitheti. Ennek ellenére a kozelmultig ez
mintha feledésbe merilt volna. Muskhelisvili ugyan 1953-ban kiadott konyvében megemliti, de nem
hasznalja ki 6 sem az ebben rejlé lehetdségeket. SZOLLOSI IMRE munkaiban talalhat6 erre nézve igen

Sz@p és Otletes eljaras. A

o,+0 .

az%, rzTyHer (10.2)

egyenlGségekkel bevezetve a o és 7 komplex fesziltségeket, a tovabbiakban ezzel a két ismeretlen-
nel dolgozik. Ezeket felhasznélva, az (1.1) egyensulyi egyenletek helyébe a

do 0t _ (10.3)
07 oz
egyenlet Iép. Az (1.4) kompatibilitasi egyenlet 0 alakja pedig
2
00 _y, (10.4)
0207

A (10.1) biharmonikus egyenlethez tehat a (10.3) egyensulyi és a (10.4) kompatibilitasi egyenlet kap-
csolodik. Hasonloan egyszerlisodnek a geometriai-€s az anyagegyenletek is. Mindezek egyszertsitik a
feladat megoldasat. A o és r komplex fesziiltségek ismeretében a valos feszultségek:
TH+T TH+T T—T
Oy =0+ > o, =0- 5 Tyy =1 > (10.5)
A részletek szép, érdekes feldolgozasbhan SzOLLOSI IMRE kdnyvében talalhatok.

362



Rugalmassagtani sikfeladat

9 IRODALOM

Asszonyi, Cs.; Béda, Gy.; Fildp, T.; Szarka, Z. (2009): Kontinuummechanikai feladatok megoldasardl. Mérnok-
geoldgia — Kézetmechanika Kiskonyvtar 9. Milegyetemi Kiado.

Asszonyi, Cs.; Galos, M.; Kertész, P.; Richter, R. (1980): A k6zet-mechanika anyagszerkezeti és reoldgiai alap-
jai. Veszprémi Akadémiai Bizottsadg Kiadvanya

Babuska, I.; Rektorys, K.; Vycichlo, F. (1960): Mathematische Elastizitatsthearie der ebennen Probleme.
Akademie — Verlag, Berlin.

Béda, Gy.; Kozdk, 1. (1980): A rugalmassagtan sikbeli feladatai. Fizikai kézikonyv muszakiaknak. Miszaki
Koényvkiadd, Budapest.

Béda, Gy.; Kozak, I. (1987): Rugalmas testek mechanikaja. Miiszaki Kiadd, Budapest. 91-94.

Bezuhov, N.I. (1952): Bevezetés a rugalmassagtanba és a képlékenységtanba. Tankdnyvkiadd, Budapest.

Fazekas, F. (1963): Miiszaki matematikai gyakorlatok. Komplex fiiggvénytan. Tankdnyvkiado, Budapest.

Fenyd, 1.; Frei, T. (1964): Matematika villamosmérnokoknek I. Miiszaki Konyvkiadd, Budapest.

Gaspar, Gy.; Szarka, Z. (1969): Miiszaki matematika VI. kotet. Komplex fiiggvénytan. Tankonyvkiadd, Buda-
pest.

Kaliszky, S.; Kurutzné Kovacs, M.; Szilagyi, Gy. (2000): Szilardsagtan. Nemzeti Tankdnyvkiado, Budapest.

Kantorovics, L.V.; Krilov, V.1. (1953): A fels6bb matematika kozelitd6 modszerei. Akadémiai Kiado, Budapest.

Muskhelisvili, N.I (1953): Some basic problems of matematical theory of elasticity. P. Noordhoff Ltd, Gronin-
gen — Holland.

Obadovics, J. Gy.; Szarka, Z. (2009): Fels6bb matematika, SCOLAR Kiad6, Budapest.

Szarka, Z. (1991): Alkalmazott matematika (Parcialis differencialegyenletek). Tankoényvk., Bp. Egyetemi J.

Sz6l16si, 1. (2004): A rugalmassagrél. A MERSENNE-szamokrol. Timp Kiado, Budapest

363



	1 A feladat megfogalmazása0F
	2 A peremfeltételekről
	3 Az alapformulák előállítása
	4 Kétszeresen összefüggő véges tartomány esete
	5 Kétszeresen összefüggő végtelen tartomány esete
	6 Polárkoordináták használata
	7 Végtelen tartomány kör alakú kimetszéssel (vágattal)
	8 TOVÁBBLÉPÉS
	9 Irodalom

