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OSSZEFOGLALAS

A hovezetés Fourier-egyenletének érvényességi korét vizsgaltam az egyenlet termodinamikai alapt
gyengén nem lokalis altalanositasainak segitségével. A termodinamikai megkdzelités a lehetséges
altalanositasok koziil kivalasztja azokat, amelyek a masodik fotétellel leginkabb dsszhangban veszik
figyelembe a memoria és a nem lokalis hatasokat. Ezek koziil a Guyer-Krumhansl és a Green-Naghdi-
egyenletre explicit véges differencia sémat dolgoztam ki és megallapitottam annak stabilitasi
feltételeit. A kidolgozott numerikus eljarast kisérleti korlilményeknek megfeleld kezdetiérték
problémaban a megfelelé anyagi paraméterek mérésére hasznaltam, és kisérleti adatok segitségével
megallapitottam az egyenletek paramétereit.

Kulcsszavak: hévezetés, numerikus szimulacio, stabilitas

ABSTRACT

| analyzed validity range of Fourier heat conduction equation with using a weakly non local
generalization thermodynamical. A thermodynamic approach selects memory and gradient effects
according to the second law. | worked out an explicit finite difference scheme to model the behaviour
of Guyer-Krumhansl and Green-Naghdi equations with considering the appropriate stability criteria of
the numerical scheme. | applied the elaborated numerical method to analyse certain initial value
problems which belongs to experiment conditions to measure material parameters, | determined the
parameters of the equations by using the data of the book experiment.

Keywords: heat conduction, numerical simulation, stability

1 BEVEZETES

Homérsékleti hatasokat az épitdmérndki gyakorlatban szamos, varatlan esetben is megfigyelhetiink.
Egyik ilyen példat az 1. abra mutat, ahol a Bataapati atomhulladék-lerakd egyik extenzométeres
vizsgalatanak eredményét lathatjuk. A kaszasra szuperponalédd deformacid ingadozasok periodusa
kb. 1 év, minden bizonnyal hémérsékleti eredetii. Az ehhez hasonld hatasok leirasara elso
kozelitésben a Fourier-egyenletet hasznalhatjuk, de heterogén anyagokban a csatolt hdatadasi hatasok
ereddjeként a Fourier-egyenlethez nem lokalis és memoria jelenségeket leird gradiens és idoderivalt
tagok csatolodhatnak.

2 MEMORIA ES NEMLOKALIS HATASOK

Memoriahatas alatt értjiikk, hogy nem azonnal kovetkezik be a kozeg és a zavaras kolcsonhatasa. llyen
hatasokat leir6 modellek nem csak az aktualis id6pontokat veszik alapul a kozeg dinamikajanak
leirasahoz, hanem az el6tte 1évoket is, fontos a kozeg eléélete.

Sokat emlegetett példa a Fourier-féle hdvezetési egyenlet. Ott az egyenlet parabolikus voltabol
kovetkezik a végtelen jelterjedési sebesség’. Ezzel szemben a hiperbolikus tipusa Maxwell — Cattaneo

! Megjegyzendd, hogy ettdl még a mérndki problémak jelentds hanyadaban alkalmazhaté elmélet.
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— Vernotte-egyenlet mar tartalmaz egy jabb anyagi paramétert, mely a kozeg tehetetlenségét hivatott
modellezni, ezaltal megsziintetve a fent leirt terjedési sebesség problémajat. Fontos szem el6tt tartani,
hogy a hiperbolikus egyenletekre jellemzé jelterjedési sebesség anyagfliggd, tovabba a parabolikus
egyenletek is megfogalmazhatéak relativisztikus modon, melyek mar figyelembe veszik a
fénysebesség altal szabott korlatot.
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1. abra: Az extenzométer mért értékei Kovacs et al (2012) (Measured data of the extenzometer.)

Sokat emlegetett példa a Fourier-féle hOvezetési egyenlet. Ott az egyenlet parabolikus voltabol
kovetkezik a végtelen jelterjedési sebesség®. Ezzel szemben a hiperbolikus tipusa Maxwell — Cattaneo
— Vernotte-egyenlet mar tartalmaz egy ujabb anyagi paramétert, mely a kdzeg tehetetlenségét hivatott
modellezni, ezaltal megsziintetve a fent leirt terjedési sebesség problémajat. Fontos szem el6tt tartani,
hogy a hiperbolikus egyenletekre jellemzé jelterjedési sebesség anyagfliggd, tovabba a parabolikus
egyenletek is megfogalmazhatéak relativisztikus modon, melyek mar figyelembe veszik a
fénysebesség altal szabott korlatot.

A nem lokalis hatas is hasonlé modon értelmezhetd, a kozeg dinamikaja nem csupan a vizsgalt térrész
legkdzelebbi szomszédos pontjai altal keriil meghatarozasra, nem hanyagolhato el a tavolabbi pontok
hatasa sem.

Legalabb 3 moddszer létezik az evolucidés egyenletek ilyen irany( Kkiterjesztéséhez. Az elsG a
hiperkontinuum elmélet, mely 0j valtozokat vezet be a mar meglévd tér-id6 valtozok mellé. A
masodik az er6sen nemlokalis elmélet, mely térintegralokat és memoria funkcionalokat hasznal fel.
Ennek az elméletnek a gyakorlati jelentdsége csekély, nehezen hasznalhat6. A harmadik — szamunkra
a legérdekesebb — a gyengén nem lokalis kontinuumok elmélete.

A gyengén nem lokalis elmélet magasabb rendii térderivaltakat hasznal, mint a klasszikus. A
hévezetés elméletének ilyen szemponti megkozelitése a Fourier-féle hovezetés tobbféle
kiegészitésére vezet. Ezeknek a termodinamikai levezetését Van és Fiilop (2012) és Van (2001)
alapjan a kdvetkez6 fejezetben foglalom ssze.

3 A HOVEZETESI ELMELET ALTALANOSITASA

A levezetés soran merev, izotrép anyagot veszek figyelembe. A belsé energia megmaradasat a
kovetkez6 mérlegegyenlet fejezi ki.

pé +d'qt =0, (1)
ahole a fajlagos belsd energia, p a siirliség, 9% jeloli a térderivaltat, q' pedig a belsd energia
aramsiiriiségének a konduktiv része, tovabba a pont az id0 szerinti parcialis derivaltat jeloli. Az
indexekre az Einstein-féle 6sszegzési szabaly érvényes. A kovetkez6 1épésként bevezetiink egy & -vel

jelolt vektorialis belsé valtozot. Ennek felhasznaldsaval az entropiat leird fliggvényt a kovetkezo
formaban feltételezziik.

s(e, ) =3(e) -2 &2 2)

2 Megjegyzendd, hogy ettdl még a mérndki problémak jelentds hanyadaban alkalmazhato elmélet.
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aholm anyagra jellemz6 konstans, a termodinamikai induktivitas. Az entropiaprodukciot leiro
egyenlOtlenség pedig tigy irhato:

ps+diyi=0>0. 3)

Az egyenletben szerepld s jeloli a fajlagos entrépiat, J' pedig az entropia konduktiv dramsiiriisége,
ami itt megegyezik a konvektivval.

A folytatashoz megkdveteljilk, hogy energiadram nélkill entropiadram se alakulhasson ki, igy a
klasszikus

]i 4 (4)

formatol eltéréen az entropiadaramot
Jt =BYq’ (®)
formaban feltételezziik, ahol BY konstitutiv fliggvény.

A fenti Osszefiiggéseket az entropiaprodukcidt leird egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk:

p <E| é+ a_;| 5l> +0i(Bliqi) = ~ 2 0iq! — pmEigt + (@B )q) + B (9ig)) =
delgi” " 3¢l T
= 0'q) (B —26V) —mpgi¢ + (0'B)q/ 2 0, ©

melyhez felhaszndltam az entropia potencidlossdganak tulajdonsigat és a bels6 energia
mérlegegyenletét, valamint a derivalasnal alkalmazandd lancszabalyt. A 8Y jeloli a Kronecker
szimbolumot. A fenti Osszefliggésben a termodinamikai erék és aramok jol elkiilonithetoek
egymastol (1. tablazat).

1. tablazat: Termodinamikai er6k és aramok (Thermodynamicforces and fluxes)

Klasszikus hétani Kiterjesztett hotani Bels6 valtozobol eredd
Aramok q' Bl _ i 5 ST
T
Erék /B dlq/ =

Az izotrop anyagokban a legaltalanosabb linearis Osszefiiggések a termodinamikai erék €s aramok
kozott hét izotrop anyagi paraméterrel jellemezhetdek.

qi=llajBij_l12€i; (7)
pmét = Ly BY — gt ©)
BiJ _%61']' — klaiqj 1 kzajqi + k30qu5ij, 9)

ahol 1, 15, Ui, 11, kq, ky, kza skalar vezetési egyiitthatok. Az entropiaprodukcid pozitivitasi
kovetelménye az alabbi feltételeket szabja:
Li, I, kiky, k3 =0, és (10)
L=1Ll,—5(hs + 1) 2 0. (11)
A kovetkezOkben eliminaljuk aBY és a &' tagokat az egyenletekbél, ehhez kifejezve BY-t (9)-bol,
majd behelyettesitve (7) és (8) egyenletekbe, adodik:
gt =1y (k0Uq) + kp07q' + k304iqh + 0'2) — 1,87, (12)
pmgt+ 1,E" = Ly (k0 q) + k097 q + ky0¥igk +013), (13)
ahol a derivalasokat rendre minden vonatkozé tagon kijeloltem és felhasznaltam a Kronecker

szimbolum indexcseréld tulajdonsagat. A zardjeles kifejezések megegyeznek, ezeket a kényelmesebb
jelolés kedvéért elnevezem ,,A”-nak. Innen tovabbi rendezések segitségével kapjuk:

pl—mq"—pmi—lA+q"=(ll—lliﬁ)A. (14)
2 2 2
Elvégezhetiink bizonyos 0sszevonasokat, melyeket az alabbiakban kiilon-kiilon definialok:
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T= pl_m; M=1l- 117121/ Ay = pmi—l, ay = A (ky + k3), az = A1k,
2 2 2
bl == AZ(kl + k3), bz - Azkz . (15)

Igy a végleges formajaban irva az egyenletet:
. : 1 F] -1 AP A F] AP 9 L
7qt+ q' = 202+ Ao (9°2) + @109 q) + a,07q" + by (99 q7) + by == (97 qY).(16)
Ezzel megkaptuk az altalanos hévezetési egyenletet izotrop kontinuumokra vonatkozéan, melyben
jeloli a relaxacios idot, A; a hdévezetési tényezdt, A,,a,,a,, by, b, tovabbi anyagi paraméterek,
melyeknek szerepe még nem teljesen feltérképezett. Ebbdl szdrmaztathatova valnak a kiilonféle

hévezetési egyenletek, mint specialis esetei az altalanos hovezetési egyenletnek. A kovetkezékben az
5 legfontosabb eset kertil targyalasra.

Fourier-tipusiu hdvezetés
Amennyiben k; = k, = ks = 0, valamintl,, = 0, Gigy azonnal adodik:

gt = 1,002 (17)
Maxwell-Cattaneo—Vernotte-tipusi® hévezetés

Els6 1épésként sziikséges feltételezniinkCasimir-tipustiantiszimmetrikus kereszteffektusok meglétét,
mellyel l;, = —l5; és amennyiben [; = 0 (=4, = 0, b, = 0) , Ggy mondhatjuk, hogy a belsé valtozo
aranyos a hoédrammal. Tovabba az altaldnos forma sugallja szdmunkra, hogy b; = a; = a, = 0.
Ezekkel a feltevésekkel adodik:

q' +q' = 1,0~ (18)
Guyer-Krumhansl-tipusu* hdvezetés
Szintén sziikséges a Casimir kereszteffektus megléte, tovabba A, = 0 és b; = b, = 0, ekkor:

rq"+qi=Alai%+alaijqj+azajjqi- (19)
Jeffreys-tipusi /késleltetéses/ hdvezetés
Szarmaztatasa az el6z0 kettvel ellentétben nem igényli a Casimir effektus meglétét. Ha a; = a, =
by = b, = 0, akkor kapunk egy MCV-egyenlethez hasonlitd alakot, melynek érdekessége, hogy a
nemlinearis hatas nem kiiszobdlhetd ki hdmérsékletfiiggd egylitthatok alkalmazasaval. Formaja:

. i i1 d (4i1

gt +q' = 21,001+ 2,5 (971). (20)

Green—Naghdi-tipusi® hévezetés

Ennek a tipusnak létezik altaldnos valtozata is, itt csupan a dolgozatban is felhasznalt, egyszer(ibb
valtozatot mutatom be. Szarmaztatasa szintén igényli a Casimir kereszteffektek feltételezését (11, =
—1,,), valamint I, = I; = 0. igy adodik az alabbi forma:

q' = 1,0' 2 + a,09q) + a,0'q". (21)
Erdekességként érdemes megjegyezni, hogy ez a tipusi egyenlet eredményezhet hévezetést nulla

entropiaprodukcié mellett, amennyiben az entropia aramstrtiségre (J') a klasszikus format
alkalmazzuk. Emiatt a GN-tipust egyenlet érvényessége kétséges, a GK-tipus ennél elfogadottabb.

A Fourier-féle egyenletet Osszehasonlitishoz fogom hasznalni, hogy jol lathatova tegyem az
eltéréseket a kiillonbdzd tipusok kozott. Az MCV-tipusi egyenlet mar régota létezik és az
alkalmazhatosagi tulajdonsigai alaposabban feltérképezettek, igy vizsgalatomnak kiilénésen nem
targya, de jol szemlélteti a hiterjedés hullam természetét. Részletesen a GK- és GN-egyenletekkel
foglalkozom.

% A tovabbiakban »MCV”-nek roviditve utalok erre a tipusra.

* A tovabbiakban ,»,GK”-nak roviditve utalok erre a tipusra.

® A tovébbiakban ,,GN”-nek roviditve utalok erre a tipusra. Valamint megjegyzem, hogy a GN-tipusnak tobb
féle valtozata is Iétezik, ehhez lasd Van (2013), Relokalizalhato kontinuumok — hdvezetés fejezetet.
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A fent emlitett egyenleteket dimenzidtlan formaban vizsgalom, mivel a fizikai hatas megfigyelése
nem fligghet a dimenzi6tol. Tovabbi megkotés a fenti egyenletekre, hogy csak 1 térdimenzidban
keriilnek megoldasra, ez csokkenti a vizsgaland6 anyagi paraméterek szamat és jelentOsen
egyszerlsiti a megoldast. A kiilonbozé tipusokra jellemzo karakterisztika bemutatdsahoz egy
dimenzi6 is elegendd és jobban atlathatdé. Tovabba kiilon fejezetet kivanok szanni az alkalmazott
numerikus séma leirasara, melyben részletesen vizsgalom annak stabilitasi kdvetelményeit is mindkét
egyenlettipus esetén.

4 A DIMENZIOTLAN GUYER-KRUMHANSL- ES GREEN — NAGHDI-EGYENLET

Az altalanos hévezetési egyenlet 1 térdimenzioban az alabbi format 6lti:

1q' + q' = —1,0'T — A,0'T + adV/q' + b3/ ¢, (22
~ 2 2 A
A=22 1 =22a=Aky b= Aky, (23

ahol a kalappal jelolt hévezetési egyiitthatok tartalmazzak a derivalasbol szdrmazd négyzetes
hémérsékleti tagot, a pont jeldli a szubsztancialis idéderivaltat, valamint az a és b anyagi paraméterek
nem igényelnek kiilén indexelést, mivel 1 dimenzidban csak egy-egy marad meg az egyenletben.

A fajlagos bels6 energia mérlegegyenlete:
pcT +d'qt =0, (24)
melyben felhasznaltam, hogy e = cT, ahol ¢ jel6li a fajhét. A (22)-(24) felhasznalasaval kaphato
altalanos formaban a kizardlag hdmérsékleti tagokat tartalmazé egydimenzios hovezetési egyenlet.
T+ T =AT" +aT" + bT" . (25)
Itt egyszerlibb modon — vesszovel keriilt jelolésre a térderivalt, mivel mas dimenziéval nem
Osszekeverhetd. Ilyen formaban a GK-tipusu egyenlet megegyezik a Jeffreys-tipusu kiterjesztéssel:

T +T = AT" + aT" . (26)
A dimenziétlanitast a kovetkez6kben definialt paraméterekkel® végezziik el.

T—-T a-t
0 =—2 ;Fo = -/
Tena—To L

§ =717 = i Tong = To + 50 fi7 qo(D)dt; (27)
ahol 6 a dimenzidtlan hémérséklet, Fo a dimenzidtlan id6, ¢ jeloli ezentil a dimenzidtlan
térparamétert, I1? a dimenzidtlan relaxacios idd, a a hddiffuzivitasi paraméter, tovabba T,,, definial
egy, a kisérlethez tartozd6 homérsékletet, mely a rendszer gerjesztésének utolsé iddpontbéli
hémérséklet értékét fejezi ki — esetiinkben a legnagyobb homérsékleti értéket fogjuk hozzarendelni. A
dimenzidtlanitds szoros kapcsolatban all a perem és kezdeti feltételekkel, mivel azokat is at kell
alakitani ¢és annak megfelelden definialni. A fenti dimenzidtlan paraméterek felhasznalasaval —
visszahelyettesitésével adodik az alabb lathaté dimenzidtlanGK-egyenlet.
%6 06 _ 0%¢ a 936

dFo%2 = 0dFo  0&2 0F00&2’

2 (28)

ahold a dimenzidtlan anyagi paraméter, dimenzidtlanitasa az @ = % formaban adodik. A GN-

gyenletet szintén teljesen hasonloképpen kapjuk, mint a GK-egyenletet, forméja az alabbi:
T = AT" + aT" . (29)
A dimenziotlanitashoz hasznalt paraméterek is megegyeznek, igy a dimenziétlanGN-egyenlet az
alabbi formaban irhato:
2 0% _ 920 | . 9%
oFo2 922 ' Yoreasz” (30)
A késobbi vizsgalatok targyat a fentebb szdrmaztatott dimenzidtlan egyenletek fogjak képezni.

Miel6tt viszont bemutatndm magat a mérést €s a szimulaciot, melyben a viselkedésiiket vizsgaltam,
kitérek a felhasznalt numerikus modszerre és annak analizisére.

® A dimenziotlan paramétereket a Cz¢l et al. (2013a) szerint definialtam.
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5 NUMERIKUS MEGOLDASI SEMA

A numerikus sémak konstrudlasa sordn a véges differencia modszert hasznaltam fel, figyelve arra,
hogy a séma explicit legyen. Bar vannak hatranyai — f6képp a stabilitds szempontjabdl, mint azt latni
fogjuk — de egyszeri és gyors megoldast kinal, ha ismertek a feltételek a stabilitashoz. Az alabbiakban
az egyenletek tagjait az atlathatosag végett kiilon-kiilon targyalom. A GK- és GN-egyenletek kozotti
eltérésre ahol sziikséges, ott felhivom majd a figyelmet és kiilon jeldlni is fogom az eltérést.

Az egyenletek tagonkénti bontasban a konstansok elhagyasaval alabb olvashatdak. Az indexelésben
az els6 index (,,n”) jelenti az id61épést, a masodik (,,j”’) jelenti a helylépést.

920 ~ Bn—l,j_zgn,j+9n+1,j

dFo2 AFo? ! (31)
96 On+1,j—0n-1;
aFo  24Fo ' (32)
32_9 ~ en,j—l_zen,j+9n,j+1
08z INZ (33)
Végiil a harmadrendil, vegyes tag képzésénél specialisan kozelitettem az id6 €s helyderivaltakat.
d <629> 1 <629 920 >
2|~ 2| T gz =
dFo \0¢ AFo\ d¢ " 0¢ et
_ 1 On,j-1—20n,j+0n j+1 _ On-1,j-1—20n-1j+0n-1,j+1
" AFo ( NG NG ) ) (34)

Az elézoekben kifejtett tagokbodl dsszerakhatd a GK-egyenlet, melyet az 0j idopontbéli hdmérsékletet
kifejez6 tagra (6,,41,j) rendezve adodik, most mar a konstansokkal egytitt:

1 2 On-1,j 1
Ons1j = 7 (m (26n = On-1)) + S5 + 5z (Bnjmr = 20 + 9n,j+1)> +

AFo2 ' 2AFo
+;i . (Gn'j‘l_zen-f-"g"'iﬂ _ 9”—1.]'—1_Zgn—l,j+9n—1,j+1) (35)
% . 1 AFo AE? ING

AF0? " 2AFo
A GN-egyenletet is teljesen hasonld moédon kaphatjuk meg, a fenti egyenletben pirossal szedett
betiikkel jeloltem az eltérd tagokat a két séma kdzott, azaz a pirossal jeldlt tagok hidnyoznak a GN-
egyenlet sémajabol. Mint mar emlitettem, a f6 kérdés a séma stabilitdsa. Ennek vizsgalatara a
Neumann-féle stabilitasi analizist alkalmaztam, mellyel a differencia egyenlet karakterisztikus
polinomjat fogom kiszamitani.

Ezutan bizonyos kovetelményeket — Jury stabilitasi kritériumok Marton (2006) — fogok allitani a
polinommal szemben, melynek segitségével eldonthet6, hogy az adott differencia egyenlet stabilan
viselkedik-e és ezzel parhuzamosan magat a stabilitasi kritériumot is megszabja, azaz milyen értékek
mellett teljesiilnek az egyenlétlenségek.

A kovetkezOkben a GK-egyenlet sémajara irom fel az analizis 1épéseit, a GN-egyenletre kapott
eredményeket a fejezet végén kozlom — levezetés nélkiil, mivel a 1épések ugyanazok.

Neumann-féle analizis
Tételezziik fel a differencia egyenlet megoldasat’ az alabbi forméban:

Oy = Y - ehIAE (36)
Ahol az als6 indexben ,,n” az id6lépés, ,,j” jeloli a helylépést, ahogy az az egyenldség jobb oldalan

1évo kitevokre is érvényes. Ebben az alfejezetben ,,i” a képzetes egység jelolése, Epedig a szokasos,
dimenziotlan helykoordinata, valamint ,,k” a hullamszam. A v jeldli a novekedési ratat.

Kovetkez6 1épésben visszahelyettesitiink és az el6zOekben mar bemutatott tagok a kiemelések és
egyszerisitések utan az alabbiak szerint alakulnak:

" Az egymastol linearisan fiiggetlen sajatfiiggvények, mint a differencia egyenlet megoldasai, rendre ilyen
formaban allnak eld.
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On—1,j—20n,j+0n+1,j mn? ik j -
Hz = AFO; = = AFo02 ’ elk]Af ’ (l/)n - len + lpn+1) ) (37)
On+1,j—0n-1; _ etkiag . n+1 n-1 38
2AFo ~ 2AFo @ —¥r, (38)
Gn_j_l—zf;j+9n,j+1 _ Zb_;_ (eik(j—1)A§ — 2etkiAE 4 eik(f“)Af), (39)
a ) (gn,j—l - 29n,j + 9n,j+1 _ 9n—1,j—1 - 29n—1,j + 971—1,]'+1> _
AFo INE Ag?
- AF:Afz (" — ) - (eRUTDAS _ eIkIAL 4 QIK(HALY (40)

Néhany egyszersités és dsszevonas eredményeképp az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:

ap? — B —y =0, (41)
ahol
S L Y (k) ~2) - (g7 + a )
@ = 9aFo T aFoz 1P = apgr T (2coskAl AE2 " AFoAE?)’

1 n? 5 a
20Fo  hFoz  \(2cos(kA) =2) ypier
A numerikus séma stabil, amennyiben || < 1, Vk = 0. Els6 ranézésre a koszinuszos tag gondot
jelenthet, azonban a késobbi észrevételeim tapasztalata azt mutatja, hogy hatareset akkor all eld,
amennyiben a cos(kA¢) = —1, igy a hullamszammal nem kell foglalkozni. Azonban ahelyett, hogy
meghataroznank a masodfokt egyenlet gyokeit, inkabb a Jury stabilitasi kritériumokat alkalmazom.

‘y:

Jury kritériumok
Adott a rendszer karakterisztikus polinomja az alabbi formaban:

D) = a;p* + a1 + ag, (42)
ahol

a;=a, a;=—P, ap =Y.
A polinom gydkei az egységkoron beliil vannak a komplex szamsikon, azaz a linearis differencia
egyenlet egyensulya aszimptotikusan stabil, ha:

1) D=1)=0

2) DY =-1)-(-1)>=0

3) laol < a;
A feltételeket sorra véve a kovetkezOk eredmények addodnak a megfeleld egyszeriisitéseket és
helyettesitéseket elvégezve.

1) D@=1)=a-F-y 20>

Hataresetben egyenl6ség all fenn, amagy D(y = 1) >0 Vk = 0.

2—-2 cos(kAé) >0

A2 =

2 2
2) Dp=-D=a+p-y20="T20 005,
Ez a relacié a stabilitasi feltétele8 a GK egyenlet numerikus sémajanak, mely a

hatareset képzésével all el6.

2

A

%A
3) |a0| < a, = >AFo

Hasonlé feltételt jelent, mint a 2. pontban latott relacié. Ha az el6z6 pontban
deklaralt feltétel teljesiil, ez is teljestl.

® FErdekességképp jegyzem meg, hogy a differencia egyenlet jobb oldalin 16v6 hémérsékleti tagokat
csoportositva ¢és az elétagjaik eldjelét vizsgalva szintén kaphatunk hasonld feltételeket, melyek jol becslik a
stabilitas hatarat, azonban a levezetésiik nem altalanos, fenntartasokkal kezelendd.
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Minden Jury feltétel teljesiil, tovabba a modszer alkalmazasaval talaltunk egy stabilitasi 0sszefliggést
a paraméterekre vonatkozodan.

A GN-egyenletre alkalmazva a Neumann-féle helyettesitést — ugyanazon 1épések altal — az alabbi
masodfoku egyenlet adodik, némi modositassal a konstansokban.

ap? —pp+y =0, (43)
ahol
n? 2117 1 a
@ = 2por P = Az T (2 eosteb) =2)- (A_EZ + AFoAfZ) ’
y = A’;ZZ + (2 cos(kAé) — 2) -AF:—MZ.
A stabilitasi kritériumok ugyanazok maradnak, a vizsgalat soran szintén a cos(kA¢) = —1 hataresetet

feltételezem. Megjegyzem, a masik hataresetben, ahol cos(kAS) = 1, egyenl6ség all fenn, azaz a
helyettesitési érték (¥ = 1) gyoke a masodokfu egyenletnek, mely a Neumann-féle vizsgalatban
megengedett.

1) Dp=1)=a—-F+vy zo:A“?>0

%A% AFo

) D =-D=a+f+y=20=>"—>-"2>a

Azaz ugyanazt a feltételt szabja a stabilitdshoz, mint ahogy a GK-egyenlet esetében is
tapasztaltuk.

4da A
3) |a0|<a2:>W>0Va>0

Ez a feltétel a GN-egyenlet esetében kizarja az @ = Oesetet. GK-tipust egyenlet esetén
viszont megengedett (= MCV-tipusu h6vezetés).

A stabilitasi analizis ebben az esetben is adott kritériumot a paraméterek kozotti kapcsolatra.
Mitovabb, ebben az esetben kaptunk egy ujabb megszoritast d-ra, mely kiillonbozik a GK-tipusi
hévezetési egyenlettdl. Fontos megjegyezni, hogy ennek a fejezetnek az eredménye alapveto elvaras a
vizsgalat folytatasahoz.

6 AKONYV KISERLET

A kisérletet 2013-ban az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végezték a [4] irodalom
szerzOi. Az alabbiakban ismertett leirds is ez alapjan a dokumentum alapjan késziilt el, valamint a
mérés soran rogzitésre keriilt eredményeket felhasznaltam a dolgozatomhoz.

A kisérlet soran egy réteges szerkezeti minta keriilt felhasznalasra, egészen pontosan egy 200
rétegbdl allo, dsszesen 20 [mm] vastagsag, 19 [cm] x 15 [cm] —es méretli lapokbol allo konyv. A
mérés elrendezését az alabbi (2. abra) mutatja. Fontos megjegyezni, hogy a problémat 1 dimenziésnak
tételezziik fel.

A lapok a rovidebb oldalukon hozza vannak erdsitve a termosztathoz. A hémérséklet méréséhez K-
tipusu, réz-konstantan termoelem keriilt felhasznalasra. Két, nagyon hasonld mérés késziilt el. Az els6
mérés soran a legelsd termoelem a termosztat réz feliiletébe volt beépitve, a tobbi termoelem 1 [mm)],
2 [mm], 3 [mm] és 19 [mm] tavolsagra a termosztat felszinétdl keriilt elhelyezésre, ahol a konyvben
1év6 termoelemek kiilonboztek a termosztatban 1€votol.

A masodik mérés keretén beliil mar 8 darab termoelem keriilt felhasznalasra, ahol az els6 termoelem a
masodik lap utan lett elhelyezve, nem pedig kozvetleniil a termosztat felszinén, tovabba mind a 8
termoelem azonos volt.

Szamunkra a masodik mérés €s annak eredményei a fontosak, a tovabbiakban a fejezet keretein beliil
csak ezzel fogok foglalkozni.
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XA

Termoelemek

| e

Termosztat

2. abra’. A mérési elrendezés.(Measurmentarrangement.)

A mérés menete

A mérés kezdetén a konyv héeloszlasa egyenletes. A mar elémelegitett termosztatra lett ratéve, mely
igy hirtelen homérsékletugrasként jelentkezik a mért adatokban (3. dbra). Par perc elteltével, a mérés
masodik részében a konyv levételre keriilt a termosztatrol, de a homérséklet mérése tovabb tart,
megfigyelve ezzel a hiilési gorbéket.

A 2. lap utan elhelyett érzékel6 van legkdzelebb a termosztithoz, igy ennek a termoelemnek a mért
adatai lathatdak a 3. abra legfelsd, piros szinli gorbéjén. Az abran lefelé¢ haladva az egyre tavolabb
elhelyezkedd termoelemek altal mért hdmérséklet adatokat figyelhetjiik meg.

A gorbeillesztés

A Cz¢l et. al (2013Db) cikk szerz6i az illesztést ehhez a méréshez a Fourier-tipust egyenlettel végezték
el, melyben a hévezetési egyiitthatd konstans, azaz nem fiigg a hémérsékletté]™.

Az illesztés soran a legfels6 és a legalsé termoelemek altal mért hdmérsékletgorbék értékei keriiltek
felhasznalasra, mint els6faju peremfeltétel. A kezdeti érték a konyv egyenletes hémérséklet
eloszlasaval adott, mely a Fourier-tipusti egyenlethez elég, azonban szamunkra a GK- és GN-tipus
hasznalatakor sziikségiink van egy masodik kezdeti feltételre iS. A Fourier-egyenlet hasznalatakor azt

talaltak, hogy a A = 0.0681 £+ 0.0001 [%] értékli hdvezetési egyiitthatod illeszti legjobban a mért
adatokhoz az elméleti értékeket (3. abra).

Ahhoz, hogy az illesztést a dimenzidtlan egyenletekkel is el lehessen végezni, el6bb a mért adatokat at
kell konvertalni dimenziétlan adatokka a mar korabban definialt paraméterekkel. A GK- és GN-tipust
dimenzidtlan egyenletek illesztése soran elonyt jelent, hogy csupan két paraméterrel, a dimenziotlan
relaxacios idével (I1?) és a dimenzidtlan anyagi paraméterrel (&) kell foglalkozni, ezzel jelentésen
csokkentve a relevans egyiitthatok szamat. Az illesztés soran konstans hdévezetési egyiitthatdval
dolgozom.

A dimenzidtlan idolépték segitségével szamolom a hdédiffuzitivitds és a maximalis hosszisag
négyzetének hanyadosat, melyet felhasznalok a relaxacios id6 kiszamitasanal is. Tovabba némi
szlrést kellett alkalmazni a mért adatokra. A 3. abran is jol lathato, a gerjesztés pillanataban hirtelen
ugrasok jelennek meg, ezeket kisziirtem az adatok koziil, mivel az illesztés mindségét rontjak.
Tovabba figyelmet kell még szanni a gerjesztés elotti mért hdmérséklet értékekre, az eltérd értékek a
homérék pontatlan kalibraciojat jelzik.

Megjegyzem, tovabbi finomitasokat is lehetne végezni a mért adatokon, melyek simabba és jobban
kozelithetévé tennék a mért eredményeket, azonban ez nem feltétele annak, hogy hasznalhato
eredményekhez jussunk.

® Az 4bra a Cz¢&l et al (2013b) alapjan (2. oldal, 1. abra) kisebb modositasokkal keriilt itt kozlésre.
"Megszeretném jegyezni, hogy az elsé kisérlet alkalméval hémérsékletfiiggd egyiitthatoval is dolgoztak,
tovabba a GK-tipusi hévezetési egyenletet mas formaban, mint ahogy ebben a dolgozatban szerepel — is
alkalmaztak. Mindkeét elmélet jol kozelitette a valosagot, jo illesztést lehetett elérni mindkét tipus hasznalataval.
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3. abra. A piros szinii gérbék jelolik a peremfeltételeket, a zold szinti gérbék a mért adatokat, a kék
szinli gorbék pedig az illesztett értékek, Van et al (2013). (The red lines indicates the boundary
conditions, the green lines indicates the measured datas, the blue lines indicates the fitted values.)

A peremfeltételek — ahogy a Fourier-egyenlet hasznalata esetén is tortént — szintén elséfajiak, az elsé
¢s az utolso termoelem mért értékeit hasznaltam fel ehhez. Tovabba — mint emlitettem — sziikséges
egy masodik kezdeti feltétel definialasa is. Ebben az esetben a hdmérséklet iddderivaltjat egyenlové
tettem nullaval. A jo Gsszehasonlithatosag végett a dimenzidtlan Fourier-egyenletet is felhasznaltam a
fent emlitett hévezetési tényezovel. Az illesztett gérbéket a 4. és az 5. dbra mutatja.

lesztett és mén adatok 0sszehasonito diagramja
T T

\
p

|
4 S
\
\
\
3\

4. abra.Az illesztett és a mért adatokat Gsszesitd diagram a Fourier-egyenlet esetén. A kék szinti
gorbesereg mutatja az illesztett eredményt, a zold szinii gérbesereg mutatja a mért értékeket. (Fitted
datainthecase of Fourier equation. The red lines indicates the boundary conditions, the green lines

indicates the measured datas, the blue lines indicates the fitted values.)

Az illesztés kézzel tortént, pontossagan numerikusan lehetne javitani. A megtalalt legjobban
illeszked6 paramétereket az alabbi, 2. tablazat foglalja 6ssze.

2. tablazat. A GK-tipust egyenletet illeszté paraméterek.(The parameters of the fitted GK equation.)

Dimenzidtlan
Dimenzidtlan relaxacios Dimenzi6tlan anyagi paraméter
id6 (%) @
0.05315 0.079
Dimenzids
Hadiffuzivits (a) [mTZ] Relaxacios id6 (1) [s] Anyagi paraméter (a) [m?] Hévezetési ?/ngiitthaté )
[
5.795-1078 155 1.3351- 1075 0.068
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llesztett 6s mért adatok osszehasonlitd diagramja
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5. abra.Az illesztett és a mért adatokat Osszesit diagram a GK-egyenlet esetén. A kék szini
gorbesereg mutatja az illesztett eredményt, a zold szinli gérbesereg mutatja a mért értékeket. (Fitted
datainthecase of GK equation. The redlinesindicatestheboundaryconditions,
thegreenlinesindicatesthemeasureddatas, thebluelinesindicatesthe fitted values.)

Amennyiben a hédiffuzivitas és a relaxacids id0 szorzata az ,,a” anyagi paraméter értékét adna, tigy a
Fourier-egyenlet szerinti megoldast kapnank vissza, ebben az esetben viszont nincs igy. A 2.
tablazatban kozolt értékek mellett lathatéan jobban illeszkedik a GK-egyenlet altal modellezett
hémérséklet, mint a Fourier-egyenlet esetén, mely arra utal, hogy Fourier-féle hévezetésen tali
viselkedés tapasztalhato.

Az 6. abra lathat6 a GN-egyenletet illeszté paraméterek eredménye. Az illesztési paramétereket nehéz
volt megkeresni, mivel teljesen mas nagysagrendben van a relaxacids id6, ennek realitasa erdsen
megkérddjelezhetd. A 3. tablazat foglalja Ossze az egyenlet paramétereit. Tovabbi finomitasra nincs
szlikség, mivel lathatdan irrealisak az eredmények.

lllesztett és mért adatok dsszehasonlitd diagramja
12 T T T T

08

06—

a4
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6. abra.Az illesztett és a mért adatokat Osszesité diagram a GN-egyenlet esetén. A kék szinii
gorbesereg mutatja az illesztett eredményt, a zold szinti gérbesereg mutatja a mért értékeket. (Fitted
data in the case of GN equation. The red lines indicates the boundary conditions, the green lines
indicates the measured datas, the blue lines indicates the fitted values.)
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3. tablazat: A GN-tipusu egyenletet illeszt6 paraméterek. (The parameters of the fitted GNequation.)

Dimenzidtlan
Dimenzidtlan relaxacios Dimenzidtlan anyagi paraméter
idé(I1?) (@
5.721 6.875
Dimenzids
Hédiffuzivitas (o) [mTz] Relaxécios id6 (v) [s] Anyagi paraméter (a) [m?] Hévezetési egyiitthato (A) [%]
5.795-1078 16683 1.271-1073 0.068
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