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KIVONAT: A kontinuummechanika termodinamikai alapjainak altalanos kereteit foglaljuk dssze
nagyon roviden. A hdévezetés, kis deformacids rugalmassag, termodinamikai reoldgia és a
mikrodeformacios altalanositott kontinuumok Mindlin-féle egyenleteit specialis esetként szarmaztat-
juk.

Kulcsszavak: termomechanika, nemegyensulyi termodinamika.

ABSTRACT: In this paper the thermodynamic foundations of mechanics are summarized. Heat
conduction, linear elasticity, thermodynamic rheology and the Mindline theory of microdeformation
are obtained as special cases.

keywords: thermomechanics, non-equilibrium thermodynamics.

BEVEZETES

A kis deformacios, hévezeté mechanikai kontinuumokat targyaljuk két tenzorialis belsé valtozoval.
Az entropiaprodukcio kiszamitasa utan kifejtjuk a konstitutiv elméletet és szarmaztatjuk a csatolt hé-
vezetés, disszipativ klasszikus rugalmassagtan, termodinamikai reoldgia (Verhas-test) és az altalanosi-
tott kontinuumok (mikrodeformacié) mozgasegyenleteit specialis esetként. A disszipaciét a legegy-
szerlibb izotrop linearis elmélet keretei kozott értelmezzik.

Az ismertetett targyalas részletesebb kifejtése Van (2012)-ben (lasd a Montavid Termodinamikai
Kutatdcsoport mellékelt CD-jét), illetve Van, et al. (2013) cikkben talalhato.

Indexes jelOléseket alkalmazunk az Einstein-féle 6sszegzési konvencidval. Vektorokat és
kovektorokat nem kilonbdztetjik meg. Parcialis derivaltaknal nem jeldljuk kilon az allanddan tartott
valtozdkat, ha az egyértelmii az el6zményekbbl.

ALAPEGYENLETEK, ENTROPIAPRODUKCIO

2.1. Termosztatika

Az & kis deformacid, mint fajlagos allapothatarozé segitségével az entrépia definiciés formulait alta-
laban kovetkezOképpen irhatjuk:
s:s(e 8ij) @:l 85" :_O-;Jztat .
oe T o0& Tp (1)
Itt 0"ar @ sztatikus fesziiltség, T pedig a hémérséklet. A Gibbs-relacié ennek megfeleléen a kovetke-
70:
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p
Gazokon és folyadékokon edz6dott termodinamikai gondolkodas szamara két fontos kérdés meriil fel
ezzel kapcsolatban:
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1. Extenziv-e a deformécio és intenziv-e a fesziiltség? Egyaltalan mit is jelent az extenzivitas ebben az
esetben?

2. Hogyan all fenn az analdgia a kontinuum-esettel, azaz mit jelent a viszkdzus fesziltség, egyaltalan
létezik-e, értelmezhetd-e ez a fogalom rugalmas homogén testekre?

Az els6 kérdés kapcsan egyrészt ismert, hogy a fesziiltség feliileti er6kkel kapcsolatos, és természete-
sen a deformécié nem aranyos a térfogattal. VVagyis kiterjedt testek esetén fel kell hasznalnunk, hogy
szilard anyagokra egyensulyi alakjuk is jellemz6, nemcsak a térfogatuk. Az alakvaltozas siiriisége lé-
tezik, de a teljes testre felintegrélt fizikai mennyiségnek csak speciélis esetben lehet értelmet adni. A
rugalmas test energiavaltozasait jellemzd lokalis hosszvaltozasok keverednek a lokalis forgasokkal.
Mivel a bels6é hosszvaltozasok altal meghatarozott Riemann-metrika — aminek segitségével az alakval-
tozas értelmezhet6 (Fiilop és Van 2010; Fiilop és Van 2012) — lokalisan vélasztja le az alakvaltozaso-
kat a forgasoktol, ezért additivitas csak speciélis egydimenzids deformécidk esetén lesz érvényes.

Az alakvaltozas extenziv, abban az értelemben, hogy 1étezhet a teljes termodinamikai testre torténd
Kiterjesztése (a megnyulas illetve a térfogatvaltozas), de nem additiv fizikai mennyiség.

Hasonld kérdések mertilnek fel a térderivaltakkal értelmezett mennyiségek termosztatikai, homogén
testekre vonatkozd értelmezésekor. Osszességében azt mondhatjuk, hogy ilyen esetben az adott, tér-
derivaltakkal értelmezett valtoz6 homogén eloszlasa ugyantgy inhomogén peremfeltételekkel allithato
be, mint azt a mechanikai deformécio esetén jol megszoktuk. A Gibbs-rel&cié kontinuumok esetén is
JOl hasznélhatd, kényelmes eszkdz, mint a lokalis entropiasiiriiség valtozoira, a konstitutiv allapottérre
vonatkozo stabilitassal kapcsolatos megszorité feltétel.

2.2. Alapmérlegek, kinematika

Esetiinkben a belsd energia mérlege jatszik foszerepet:

pe+0'q =l €))
Itt felhasznaltuk a fesziiltség és a deforméacid szimmetridjat és az
é1 =[0I +alv)/2 @

kinematikai Osszefliggést. Tegyiik fel, hogy a kozegiinket két deformacio jellegii tenzorialis belsé val-
toz6 jellemzi, o” és B". Deformacio jellegii abbol a szempontbol, hogy anyagi derivaltjuk a szubsztan-
cialis derivalt. Ekkor térderivaltjuk anyagi derivaltja a megegyezik a szubsztancialis derivalt térderi-
valtjaval:

(akaij )V _ ( Kol ) +(a|aij X@kvl ): PL (dij )’ (akﬂij )V _ (akﬂij )- +(alﬁij X@kvl ): PL (,Bij ) )
mert a térderivalasnak, mint kovektornak az anyagi idéderivaltja alséaramlasos, lasd Van (2012) fiig-
gelékét.

2.3. Entropiamérleg

Tegyiik fel, hogy kontinuumunk a belsé valtozokban gyengén nemlokalis, az entropia oY és AU térderi-
valtjaitdl is figg. Tehat

s= s(e i ol g%l ﬁij akﬂij)
Tovabbi fontos feltevésiink, hogy az entropiadaram ebben az esetben modosul és a kovetkez6 formaban

frando:

Ji:q_i s, Ik

B 05 gk 05 /;,jk
T Poloa®)” P px) (6)
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Ekkor az entropiamérleg a kdvetkezdképpen vezet az entropiaprodukciora:
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It felhasznéltuk az entrépia derivéltjaiként bevezetett intenziv mennyiségeket (1) alapjén az

crcr

p$+0'' =

+p aak ij

(7)

donsagait, azaz, hogy anyagi derlvalt]uk a szubsztancialis derivalt és az ebbdl adodo (5) formulakat. A
fenti 0sszefliggés egy szabalyos nemegyensulyi termodinamikai er6-aram rendszert hataroz meg, mert
a oij feszlltség, a qi héaramsiiriiség és a bels6 valtozok fejlédési egyenletei konstitutiv mennyiségek-
nek tekinthetoek.

Termikus | Mechanikai Belso 1 Bels6 2

Aramok q l(a'l i ) Gl i

sztat

Erék i i_  0s k( 0s J o5 o5
! Al=p— 0 _ =, Y2 Ak
& pﬁau pﬁékall B p@ﬁ“ 0 p@akﬂij

1. Tablazat: Termodinamikai erék és aramok (Thermodynamic forces and fluxes)

Ennek szigorubb és részletesebb levezetését a Liu eljarasra alapozva Van et al. (2013) tartalmazza. Ott
példaul megkapjuk, hogy a fenti levezetés egyetlen fontosabb feltevése, az entrépiadram (6) forméja is
kdvetkezménye a masodik f6tételnek és a konstitutiv allapotér valasztasanak.

A fenti er6-4ram rendszer egy vektorialis és harom tenzoridlis kdlcsonhatést tartalmaz. 1zotrop konti-
nuumokra a teljes csatolt vezetési egyenletrendszerben a termikus kdélcsdnhatésra vonatkozo Fourier-
térvény fuggetlen

. 1
1 — al —,

V=407 ®)
ahol Ae=-A1/T?, a Fourier-féle hovezetési egyiitthatd. A tenzormennyiségek pedig a kovetkezé modon
csatolodnak:

1/ .

?(0'” ol )= L g4 + L2 A+ 113 BN,

IJ — lejt

Bl = Lf}fdé + L5 AX + Lo BX.

Kl 122 AKl 4 123 pk
1€ +L|jkIA +|—|1le

9)

Itt a kilenc négyszer négyes matrix helyett izotrop esetben csak 3x9=27 skalar anyagi paraméter van,
azaz

L!'Jkl — SIJ5i<k§j|> +a" ik g g1 i gK
ij '

mert a szimmetrikus, gémbi és antiszimmetrikus tenzorok kilén-kilon csatolddnak. Itt | és J indexek a

megfelelé termodinamikai csatolasra utalnak, a zarojelek pedig szimmetrikus nyomnélkili, illetve
antiszimmetrikus részeit jel6lik tenzoroknak a jelzett indexparokban:
§i<k5jl> _ (5ik5jl +5i|5jk)/2_5ij5k| /3 l[k51|] (5Ik51l 5il51k)/2_
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Nem tételeziink fel reciprocitasi relaciokat, ezért a fenti altalanos, de egyszerli elmélet
antiszimmetrikus csatolasok esetén, azaz, ha s” = 1" =0 valamelyik egyitthatoparra, akkor nincs
entropiatermelés, a kontinuum abban a kélcsonhatasparban nem disszipativ.

SPECIALIS ESETEK

Tekintsiink izotrép anyagot és minden valtozojaban kvadratikus entropiafliggvényt. A kdvetkezo
forma megfeleléen altalanos, hogy bemutasson néhany jellegzetes specialis esetet:

s(e,e",a", ") =clne—pue"e" —(u+311 2)(5" )2 —%a<">a<“> — e -
(9)
G gl gt T 5 plilg o)
2 2

Itt c a fajhé és e=cT , a masodik ket tag az entropiafiiggvény rugalmas része, ahol p és A a Lamé &l-
landok. A tobbi paramétert allandonak tekintjiik és ennek megfelelden eldjeleik az entropia
konkavitasanak feltétele, a termodinamikai stabilitas, miatt nem tetszélegesek. Itt csak néhany szim-
metrikus nyomnélkli tagot vezettiink be a belsé valtozokra vonatkozoan. A legaltalanosabb izotrop
forma tobb tagot és egyditthatot tartalmaz, 1asd pl. Mindlin (1964).

Az er6-aram rendszerben a bels6 valtozok csak deviatorikus (nyomnélkiili szimmetrikus)
tenzorokkal csatolddnak. A sztatikus feszultseg és a belsé valtozokra vonatkozo termodinamikai erék
¢és aramok a kovetkezoek lesznek:

O et = —Tp% =2/ + (271+30)eX5" + G,V
&
Aij — pa_su_ak[p aks - _ _61a<ij> _ g‘18<ij> n flakka<ij>’
oo 00 o
(10)
i s s o
B'J — _ _ak _|=_¢ <IJ>.
P aﬂlJ (’0 aakﬂu j 1ﬁ

Itt kalappal az eredeti egyiitthatok és a stirliség, illetve a hoémérséklet szorzatat jeloltiik.

3.1 Linearis viszkoelaszticitas és Ginzburg-Landau-egyenlet.

A 3x9s”, a" és 1" vezetési egyiithat6 kozil s* = 2 a nyirési viszkozitési egyiitthatd, I = 7, pedig a
térfogati viszkozitasé. a"'=0, a feszUItségtenzor szimmetrigja miatt. Ha nincs csatolas az egyes kol-
csonhatasok kozott, azaz L*=L#=L"=L"=1%*=1"*=0 minden L=a,s,| esetén, tovabba s* =a* = |*
=0, akkor a masodik belsd valtozo, 8", dllandé és (10) felhasznalasaval (9) két egyenletre egyszerliso-
dik:

%(a“ — 24" — (21 +32)e 5" - §,a ): ne 4 n,s4s0, (11)
1) =g 22 (_ 61a<ij> _ glg<ij> + ]:lakka<ij>) (12)

Ha a sztatikus deformacio-belsd valtozo csatoldsra vonatkoz6 egyitthatd g;=0, akkor (11) a lineéris
viszkoelaszticitas jol ismert konstitutiv egyenlete, (12) pedig egy Ginzburg-Landau tipust egyenlet a
bels6 valtozora. Ez utobbi egyenlet az alakzatképzd egyenletek prototipusa.
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3.2 Termodinamikai reoldgia, Verhas-test

A termodinamikai reoldgia alapegyenleteit kaphatjuk meg, ha tovéabbra is s* =a® = I*® =0, azaz a

masodik belsé valtozé allando, de az eldbbi feltételek koziil nem mindegyik érvényes. Legyen a konti-
nuum olyan, hogy az els6 valtozo termodinamikai kereszthatdsa a deforméacioval nem nulla, tehat az
s' és s* egyiitthatok sem nullak. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel tovabba, hogy g,= f;=0. Ebben
az esetben a deviatorikus részre vonatkozo egyenletek:

R )

oW =120 _ g2 o)

Itt felismerhetjuk a Verhas test, azaz a tehetetlenségi Poynting-Thomson test termodinamika alap-
egyenleteit. A bels6 valtozo kikiiszobolésével kaphatjuk a szokasos, csak fesziiltséget €s deformaciot
tartalmazé format (lasd VVan és Asszonyi (2006) illetve Verhas (1985)), amely a tapasztalatok szerint a
kézetek reologiai viselkedésének legjobb modellje (1asd pl. Fulop (2008), Szarka et al (2008)).

3.3 Altalanositott kontinuumok, mikrodeforméacio6

Utolsé példankban se legyenek kereszthatasok, azaz L**=L*=L"=L*'=1%=1**=0, ismét egyetlen kivé-
tellel. Legyen a két belsd valtoz6 deviatorikus részeinek csatolasa antiszimmetrikus: s** =-s*. Ebben
az esetben

%(0” — 20" —(2f1+32)e ST - Qla<ij>)= el +1,%6",
0'c<ij> 2522A<ij> n SZ3B<ij>’ (13)
ﬁ,<ij> — _532A<ij>'

Tekintsiik (13) méasodik egyenletének idéderivaltjat. Ekkor (10) és a harmadik egyenlet alapjan 3"
kikliszobolésével kapjuk, hogy

G0 =22 All) | g23g32 plil)

Nem disszipativ esetben, amikor a viszkozitasok és s* is nulla, (9) végiil a kovetkezd fesziiltségfiigg-
vényt, illetve masodrendii mozgasegyenletet adja az els6 belsé valtozora:

o' =208 + (2/1+32)6% 5" + G,

(226 = B0 g5 4 £ 0%, &)
Itt a fesziiltség konstitutiv fliggvényében az els6 két tag a rugalmas fesziltség, az utolsé tag pedig a
relativ feszultség. (13) masodik egyenletének utolso tagjaban pedig felismerhetjik a kettds fesziiltsé-
get, lasd Mindlin (1964). A mikrodeforméacid elméletével valé teljes azonosség nyilvanvalo, ha az ott
szokasos kinematikai mennyiségekre tériink at, azaz fiiggetlen valtozénak a deformacio és az o" belsd
valtozé kiilonbségét tekintjilk. Ez az azonositas viszont a belsd valtozokat sziikségteleniil a mechani-
kai kinematik&hoz kotné.

OSSZEFOGLALAS

Egy ilyen sok paramétert és valtozot tartalmazo modell ellenérzése, tesztelése és a kisérleti eredmé-
nyekkel torténd dsszehasonlitasa hosszi folyamat. Az altalanositott kontinuumok tobb mint szaz éve
l1étez6 elméletének maig nem vilagos az érvényességi kore, alkalmazhatosaga és a benne szerepl6 pa-
raméterek meghatarozasanak maodja.
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A fenti termodinamikai megfontoldsok az egész elméletkért méas perspektivaba helyezik, szamos Uj
joslattal (mikrohdmérséklet) az eddigiektdl kiilonb6z6 disszipacios szerkezettel. A bels6 valtozok szi-
gor mechanikai kinematikajanak elvetése is lényeges elvi altalanositast jelent. Ezeknek az eltérések-
nek a vizsgalata és az elmélet egyszerli alapszerkezete remélhetSleg az alkalmazasokat is megkonnyiti.
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