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OSSZEFOGLALAS: A tanulmanyban a numerikus modszert tekintjik a kiterjedt testek modellje
megalkotasa alapgondolatanak. Megmutatjuk, hogy a sok részecske mozgasara vonatkozo hipotézi-
sek, amelyek lehet6vé teszik, hogy a nagyszamu fliggvény helyett véges szamu fliggvénymezével jel-
lemezziik a kiterjedt test allapotvaltozasat, eleve a folytonossagot, illetve a diszkrétség magaba fogla-
16 hipotézisekre épllnek fel. Ennek folyoméanyaképpen a tanulményban attekintjuk a numerikus
modszer szerepét a modellalkotasban, majd ezt kdveten a topologia, a metrika és a numerikus mod-
szerek szerepét a deformdlhato, szilard, folytonos kdzegek matematikai modellezéseben.

ABSTRACT: In this study we regard the numerical methods as a possible form for the creation mod-
els of the expanded bodies. We show the hypothesis referred to the movement of the many particle
and what make possible to characterise the change of the state of the body with finite number func-
tions instead of numerous functions automatically based on the hypothesis included the continuous or
discrete behaviour of the particles (of the body). Consequence of this we give a survey on the role of
the numerical methods in the creation of the models of material bodies, and after that we survey the
role of the topology, the metric, and the numerical method in the mathematical model of the deform-
able solid continuous bodies.
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diszkrét periodikus rendszerek, altalanositott kontinuumok.
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1 BEVEZETES
A kozeget alkoté atomok és molekulak szamat — legalabbis a nagysagrendjét — a 10%° értékkel szokas
megadni. Ez a szdm igen nagy — tébb szempontbdl is.

- 10® részecske allapota egyesével nem kovethetd végig, ennyi (kapcsolt) egyenletet nem va-
gyunk képesek egyidejlileg megoldani.

- 10® részecske kezdeti helye, helyzete, deformélddottsaga (alakvaltozasi allapota), sebessége,
szogsebessege, gyorsuldsa, széggyorsulas, deformalddasi sebessége és gyorsuldsa, nem hata-
rozhaté meg, nem mérhetd meg egyidejlleg.

- 10® részecske egymassal valo kapcsolata, netan az azok kozott fellépd kolesdnhatasok (kapeso-
lati er6k) nem hatarozhatok meg, nem mérheték meg egyidejiileg.

Gyakorlati szempontbol, mire egy tobbszazezer elembdl allé rendszer — pl. szemcsehalmaz — min-
den elemének a geometriai €s mechanikai jellemz6jét meghatarozzuk, kimérjiik, addigra a rendszert
»megsemmisitjik”, és valamilyen mas allapotd rendszerré rendezzik at.

Az anyagot alkoté nagyszamu ,részecske” szamossaganak (10%%) az okan az anyag (mechanikai) al-
lapotanak minden egyes részecskére kiterjed6 leirasa nem valdsithaté meg. Rendszerint ,,fizikai”, il-
letve ,,mechanikai” megfontolasok soran a kiterjedt testet anyagi pontnak, merev testnek, deformalha-
t6 szilard testnek, folyadéknak, gaznak, vagy racskontinuumnak, illetve statisztikus sokasagnak
tekintjuk. A modellalkotas soran részben a folytonossagra, részben a mérésre vonatkozd hipotéziseket
alkalmazunk vagy impliciten, vagy expliciten. Jelen tanulmanyban rdmutatunk arra, hogy a modellal-
kotast tekinthetjik Ggy is, mintha numerikus mddszert alkalmaznank, az egyes modellekhez sajatos
bazisfliggvényeket (és hibaelveket) valasztunk, tovabba a folytonossagra és a metrikus tulajdonsagok-
ra vonatkoz6 hipotézisek a bazisfiggvény megvalasztasaban eleve szerepet jatszanak, és e miatt nem
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csak lehetséget adnak egy-egy, egymastol fliggetlen modell kidolgozasara, hanem egyuttal be is hata-
roljak az egyes modellek alkalmazasi korét is.

Altaldban 6nmagatdl érthetének tekintjiik, hogy ha egy modellt alkalmazunk, akkor annak belsé lo-
gikajat kovetve ellentmondasmentes elmélethez jutunk. Ma mar azt is 6nmagatol érthetének tekintjiik
(kiilonosen a relativitiselmélet és a kvantumelmélet térhoditasat kovetéen), hogy egy-egy Uj elmélet
hatarait a modellalkotas mddja mintegy magatdl kijel6li. Mindezek ellenére ugy tlinik, hogy a konti-
nuummechanikaban fel sem merilt az a kérdés, hogy a modell alkalmazhatdsagat a folytonossag, a
metrika értelmezése, illetve a numerikus maddszerek alkalmazasa korlatozhatna. Jelen tanulményban
attekintjuk a folytonossag, a metrika és a numerikus mddszerek alkalmazasanak a feltételeit, ezzel
egylitt azokat a korlatokat, amelyeket a modell alkalmazasa soran sziikségszertien figyelembe kell
venni.

2 AKITERJEDT TESTEKRE VONATKOZO MECHANIKAI MODELLALKOTAS, MINT
NUMERIKUS MODSZER

A kiterjed testek mechanikai modellezésének ,,alapvetd” feladata olyan modellt alkotni, amelyekben
az ismeretlenek szama ,,korlatozott”: annyi legyen az ismeretlenek szdma, hogy az azok meghataroza-
sara vonatkozd matematikai feladatot (valamilyen egyenletrendszert) a rendelkezésre allé6 matematikai
apparatussal (és a ,,rendelkezésre allo” idében) ,.kell6” pontossaggal meg lehessen oldani.

A sok-sok részecske egyedi mozgasara vonatkozd ,.elmélet” helyettesitését véges szamu allapotjel-
lemzd fiiggvénnyel leirhato ,,elmélettel” altalanossagban mechanikai modellezésnek szokéas tekinteni
(és nevezni). Mi a nagyszamu ismeretlen mennyiség eliminalasat, és helyettesitését véges szamu isme-
retlennel egy numerikus médszer alkalmazasanak fogjuk tekinteni.

A numerikus modszer fobb 1épéseibdl kiemeljiik a modellalkotds szempontjabdl sziikséges 1épése-
ket: a bazisfiggvények megvalasztasa, valamint a hibavektor és a hibaelv kivalasztasa, majd a hibaelv
alkalmazésa az ismeretlen mennyiségekre (bazisfliggvényekre) vonatkozd egyenletek (az ,,elmélet”)
felallitasa céljabol (lasd SCHARLE 1974, 1976).

Természetesen a numerikus modszer tovabbi 1épéseket is tartalmaz, mint példaul kezdeti értekek és
peremértékek értelmezése és meghatarozasa, a felallitott egyenletrendszer megoldésa, a nyert megol-
dasok vizsgalata, a nyert megoldasok értelmezése, a numerikus eljaras korlatjainak a meghatarozasa.
Ez utobbi kérdések kivil esnek a jelen tanulmany keretein.

A sok-sok részecske eliminalasanak egyik lehetséges Gtja, hogy Ugy tekintink a kiterjedt testre,
mintha a sok-sok részecske azonos moédon mozogna térben: gyakorlatilag minden részecske mozgasa-
nak — eltolodasanak — a leirasara ugyanazt a bazisflggvényt alkalmazzuk; ezt tekinthetjik a nulladik
kdzelitésnek. Ebben a megkdzelitésben nem lesz ismertiink sem az egyes részekék egymashoz viszo-
nyitott mozgasardl, sem a test helyzetérdl (,,forgasardl”), sem a testet alkotd részecskék kozott fellépd
kélcsonhatasrol. Ez a megkozelités vezet az anyagi pont fogalmahoz.

A modell bévitésének az elsé Iépése, hogy a részecskék egymassal ,,parhuzamos” mozgasa (eltold-
dasa) mellett figyelembe vessziik, hogy minden részecske a test egy pontja (tengelye) koril azonos
szoggel fordul el; ekkor a részecskék mozgasanak a leirdsara két komponenst adunk meg: minden ré-
szecske azonos maédon tolodik el, és azonos szoggel fordul el ugyanazon tengely koril. Ezt tekinthet-
jik els6é kozelitésnek, amelyben tovabbra sem lesz ismeretlink az egyes részekék egymashoz viszonyi-
tott mozgasar6l, valamint a kozottiik fellépd kdlesonhatasrol. Ez a megkozelités vezet a merev test
fogalmahoz.

A modell bovitésének a tovabbi 1épései arra kell, hogy iranyuljanak, hogy a modell arrdl adhasson
informaciot, amelynek a vizsgalatat az elsé két modell kizar: az egyes részecskék egymashoz viszo-
nyitott mozgasarél és az egymas kozotti kdlcsonhatasrél. Ahhoz, hogy ezt figyelembe lehessen venni
— és ne kelljen az eredeti probléméaval, tehat a 10 szamu részecske egyedi mozgasaval — szembenéz-
ni, a részecskék mozgasara vonatkozéan valamilyen feltételt (hipotézist) kell elfogadni, de olyan felté-
telt, amely lehet6vé teszi, hogy az ismeretlenek szamat lényegesen lehessen csokkenteni. Ez a feltétel,
értelemszeriien, a részecskék egymashoz viszonyitott mozgasara kell, hogy vonatkozzék. Két esetet
kell megkilonboztetni. Az egyik, amikor a testet alkotd részecskék egymashoz viszonyitott rendje
megmarad, a masik, hogy nem marad meg.

Amikor a rend megmarad, akkor tovabbi két ,,egyszertisitd” lehetdséget vehetiink figyelembe. Az
egyik, hogy a részecskék kollektivan, a masik, hogy diszkréten mozognak.

A kollektiv mozgas a kovetkezéképpen jellemezhetd: ha egy részecske elmozdul, pl. ,,jobbra”, ak-
kor vele mozdulnak a kdrnyezetében 1évo részecskék is, jelen esetben azok is ,,jobbra” mozdulnak el.
Ez a feltevés 6nmagaban még nem elégséges, hogy modellt alkothassunk. Ennél szigoribb feltételt,
szigorubb hipotézist kell alkotnunk — pontosabban alkalmaznunk — ahhoz, hogy csak néhany szamu
ismeretlen mennyiségre, pontosabban mennyiség-mezére korlatozhassuk a test mozgasanak a leirasat.
Ez a feltétel, ez a hipotézis a folytonossdg feltétele, a folytonossag hipotézise. Azaz nem elegendd,
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hogy sok részecske kollektiven egy irdnyba mozdul el, hanem az is sziikséges, hogy az elmozdulas le-
gyen folytonos. (A folytonossag topologiai vizsgalatat 1asd késébb.)

A diszkrét mozgast az alabbi mddon irhatjuk le: ha egy részecske elmozdul, pl. ,,jobbra”, akkor az a
részecske, ,,amelyre” elmozdul, az a ,,jobbra” mozdul6 részecskére mozdul el, azaz ,,balra”; tovabba,
az a részecske ,,amelyt6]” mozdult el, az is ,,balra” mozdul el. fgy példaul minden els6 részecske
»jobbra”, minden masodik részecske ,,balra” mozdul el. A mozgas soran a részecskék egymassal nem
érintkeznek, helyet nem cserélnek. Ez a mozgas illusztralja, hogy mit tekintiink racspontokban ,,moz-
g20” (,,1l6”) részecskék rendszere diszkrét mozgasanak. Ha minden egységnyi eltolddashoz a szomszé-
dos részecskeének mindig tetszOleges egységnyi eltolddasat valasztunk, akkor belathatd, hogy ugyanott
vagyunk, ahol az eredeti modell: 10%® nagysagrendben értelmeziink diszkrét mozgast leiré ismeretle-
neket. A korlatozott szami mozgasra vonatkozé modellt ugy alkothatunk, ha a ,,jellemz6” allapotokat
tartjuk meg. Hogy mit tekinthetiink ,,jellemzének”, az altalanossagban nem értelmezhetd. De ha az
adott mechanikai rendszer (kristalyracs, belsd szerkezetli anyag, keretszerkezet) sajatos viselkedését
vesszik figyelembe, akkor az egymassal parba allithato ,,egységek” szama korlatozhatd. A korlatozas
jo kozelitéssel — a racsdinamikabdl kolcsdnzott kifejezéssel élve — az elsé néhany optikai rezgésforma-
ra vonatkozik. (A kollektiv mozgasok lesznek, ugyancsak ezen terminolégia szerint, az akusztikus
rezgésformak.) Azon kivil, hogy a lehetséges egymasra, illetve egymastol val6 elmozdulés eseteit kii-
I6nboztetjik meg, még egy kozelitést alkalmazunk: a diszkrét pontokban értelmezett fliggvényeket a
racskontinuumot magaba foglalo, ,,bedgyaz6” térben értelmezett folytonos fu%gvényekkel kozelitjuk.
Maés, a numerikus eljarasokban megszokott kifejezéssel élve a nagyon sok (10~ nagysagrendi), diszk-
rét értelmezési tartomanyd flggvényt sorba fejtjlik a diszkrét pontokat magaba foglal6 térben értelme-
zett folytonos fliggvények terében. A sorfejtésben néhany tagot tartunk meg, amelyeknek rendszerint
mind a diszkrét, mind a folytonos mozgast részlegesen visszatiikrézik. Ebben a modellben a modellal-
kotas lényege a sorfejtés, az alkalmazott hipotézisek magukba foglaljak egyrészt azt, hogy a részecs-
kék a racspontok kornyezetében ,tartozkodnak” (a ,racspontokban Glnek”, a ,,racspontok kéril mo-
zognak™), masrészt azt, hogy a mozgasallapotot a sorfejtésben alkalmazott fliggvények ,kell6”
pontossaggal irjak le.

Amikor a testet alkotd részecskék egymashoz viszonyitott rendje nem marad meg, azaz a részecs-
kék egymassal Utkoznek és helyet cserélnek, akkor a részecskék mozgasara nézve legfeljebb azzal a
hipotézissel élhetlink, hogy térben és/vagy idében meghatarozhaté a részecskek allapotanak eloszlasa,
azaz hogy meghatarozhatd, hogy a mozgast (az allapotot) jellemzd egy-egy valtozonak valamely in-
tervallumahoz hany részecske kéthet6. A modellben a valtozé mennyiség egy-egy részecske ,tipusa-
nak” (anyagi pont, merev test, deformalhat6 szilard test) megfelel6 mozgasallapotara vonatkozik (se-
besseg, szogsebesséq, rezgésalakok). Az eloszlas nem adja meg, hogy ténylegesen hany részecske van
az egyes mechanikai allapotban. Ha Ugy testszik atlagot ad, ha Ggy teszik varhat6 értéket ad. A mo-
dellalkotas soran azt hasznaljuk ki, hogy nagyszamu részecske alkotja rendszert, és azzal a hipotézis-
sel éliink, hogy a részecskék makroszkopikus (tehat amit mi szemmel latunk és amit mi a miiszereink-
kel kimériink) allapotat 1étrehoz6 egyes mikroallapotok szdma igen nagyszamu, és hogy az egyik mik-
roallapotbdl egy méasikba valé atmenet soran a makroszkopikus allapot nem valtozik.

Osszefoglalva a deformalhaté testekre vonatkozé modellalkotasi lehetdségeket a nem deformalodd-
ra vonatkozé modellekkel, a kiterjedt testek mechanikai mozgasara vonatkozd modelljeinket az alabbi
rendszerbe foglalhatjuk dssze (lasd pl. LAMER 1985b, 1986, 1994).

- Korlatozottan veges szami (néhany szaz, néhany ezer, ma mar esetleg tizezer) anyagi pontbadl,

merev testbol, ritkabban deformalhato6 testbol allo rendszer.

- Korlatozottan, illetve korlatozas nélkili véges szamd, periodikusan elrendezett anyagi pontbdl,
merev testbél, ritkabban deformalhat6 testbdl allé rendszer (racskontinuum, altalanositott konti-
nuum).

- Korléatozas nélkiili véges szaml (tehat 10%), egymassal véletlenszerti kapcsolatban 4ll6, rend-
szerint anyagi pontként, vagy merev testként, ritkabban deformalhat6 szilard testként modelle-
zett részecskék rendszere, amelyben az allapotok eloszlasat statisztikus eszkdzokkel hatarozzuk
meg.

- Folytonos, deforméalhato kiterjedt test (klasszikus kontinuum).

A négy nagyobb modellcsaladbol az els6 modell az egymassal nem érintkez6 rendszerekre, és a
szemcsehalmazokra értelmezhetd. Az elsé nem tekinthet kiterjedt kdzegnek, a masodik — mint példa-
ul a talaj — igen. Ennek kapcsan lasd LAMER 2008.

A masodik modellcsalad, a diszkrét periodikus rendszer esetén, az alapgondolat a folytonos, be-
agyazo térben folytonos értelmezésii tartomanyt fiiggvények terében sorba fejtjiik a diszkrét értelme-
z¢st tartomanyu fiiggvényeket. Ez a modellcsalad adja az altalanositott kontinuumok elméletét: az
egyes anyagi részecskék helyett az euklideszi tér egy ponthalmazat tekintjik, és a test allapotat ,,glo-
balisan” eltolddasvektor-mez6, elfordulasvektor-mezé, direktor-mezé, fesziiltségi, nyomatéki és ma-
gasabb rendu fesziiltségi tenzormezOk hatdrozza meg. Ezeket a fliggvényeket ,,felvessziik”, erre nézve
egyenletrendszert allitunk fel. A nyert megoldast viszont nem a mezdékre, hanem csak a racspontokban

319



Lamer

il6 anyagi pontokra, merev testekre, illetve deformalhatéd szilard testekre vonatkoztatjuk. Azaz itt a
hangsuly a numerikus mddszeren van. Ennek kapcsan lasd LAMER 2007.

A statisztikus eloszlassal operalo elméletek arra alapoznak, hogy a testet alkoto részecskéknek a
térben elfoglalt helyének, és néhany fizikai hatdsnak (pl. hémérséklet, gravitacid) ismeretében megad-
hat6 az egyes részecskek allapotara vonatkoztathat6 globalis és lokalis mennyiség. A hangsuly a sta-
tisztikus modszereken van. Ez a modell kivil esik jelen tanulmany keretein.

A negyedik modell egybeesik a klasszikus kontinuummal: a vizsgalt test egyes anyagi részecskéi
helyett a vizsgalt test altal egy, az euklideszi térben ,,lefedett” ponthalmazt tekintjiik, és a test allapotat
az ezen a ponthalmazon értelmezett eltol6dasvektor-mezé, alakvaltozasi tenzormez6, fesziiltségi ten-
zormezO hatarozza meg. Ezeket a fuggvényeket ,,felvessziik”. A modellalkotasrél lasd LAMER 2007.
Ebben a modellben a topoldgia és metrika szerepérdl és korlatairdl a kovetkezd két paragrafusban
részletesen értekezlnk.

Megjegyezzik, hogy a modellek fenti osztalyozasa nem teljes: nem tartalmazza a folyadékok és a

gazok elméletét. A topoldgiai kérdések targyalas soran ra fogunk mutatni arra, hogy a folyadékok és
gazok laminaris aramlasa (s6t, bizonyos esetekben az orvényes aramlasa is) a folytonossag hipotézise-
nek egy sajatos értelmezése mellett a jelen osztalyozas keretén beliill modellezheté. (Ertelemszertien a
folyadékot és a gazt nem tekintjik sem deforméalhato szilard testnek, sem pedig kontinuumnak.) Meg-
jegyezzik azt is, hogy a turbulens aramlas leirdsdhoz a turbulenciat rendszerint , kisimitjak”, azaz ab-
ban az esetben is ,,numerikus” megkdzelitést” alkalmaznak. A folyadékok és gazok aramlasa kivil
esik a tanulmany keretein.
Végul megjegyezzik, hogy kiterjed testek mechanikai modelljeinek a megalkotasa soran nem csak
numerikus, topolégikus és metrikus szempontokat kell szem el6tt tartani. Korabban ramutattunk arra
is, hogy a modellalkotasban szerepe van a Newtoni er6torvénynek, és szerepe lehet a termodinamika-
nak is (LAMER 2013.).

3 A TOPOLOGIA SZEREPE ES KORLATAI A KONTINUUMMECHANIKABAN

3.1 Akiterjed test és a folytonossag hipotézise

A kiterjedt testeket folytonosnak szokas tekinteni. A folytonossagot fizikailag a kdvetkezoképpen ér-
telmezziik: az anyagot alkoto részecskék egymassal érintkeznek; azok kozoétt nincs olyan ,,hiany”,
»Szakadas”, amely az anyagon beliil az atomrél-atomra valé egymasra kovetkezést megszakitana.
Megmutathato, hogy a folytonosnak tekintett szilard, folyékony, szemcsés és a gaznemii anyag esetén
a folytonossag fenti fizikai definicio matematikailag arnyalhaté (LAMER 1985b., 2003b., 2006, 2007,
2008, 2010, 2012). A folytonossagot a matematikaban mind egy ponthalmazra, mind egy ponthalmaz
leképezésére értelmezik. A ponthalmaz esetén folytonossag helyett inkabb az ,,0sszefliggd” kifejezést
alkalmazzak, mindemellett szakkifejezésként tobb, egyedi feltételt kielégité ponthalmazt folytonos-
nak, pontosabban kontinuumnak neveznek (CsAszAR 1970., KELLY 1957.). A leképezés esetén az
»egymashoz vald tartozas” (amely értelmezhetd kornyezettel, vagy tavolsaggal, CSASZAR 1970.,
KELLY 1957.) ,,megmaradasa” esetén beszélnek folytonossagrol.

Az anyag az atomi-molekularis struktira miatt — matematikai szempontb6l — nem tekinthet6 folyto-
nosnak. A tokéletesen rugalmas anyagi viselkedéstol eltekintve fizikailag sem all fenn a folytonossag
kdvetelménye: a vizsgalt test alakjanak a megvaltozasa soran az anyagot alkoté atomok és/vagy mole-
kulak atrendezOdnek.

A sok-sok részecskébdl allo diszkrét rendszert valamilyen értelemben folytonos kozeggel kell he-
lyettesiteni. A folytonos kdzeg értelmezéese miatt a modellben mind topoldgikus, mind pedig metrikus
fogalmak és 6sszefliggések szerepet jatszanak. Az allitas trivialis; néhany, a kezdet kezdetén gdmbok
illetve, atomok rendszerébdl a kontinuum allapotanak a leirasara levezetni kivant modelleken kiviil
minden, a folytonos kdzegek mechanikai leirasaval foglakozé mii hallgatélagosan, vagy nyiltan ki-
mondva a leirand6 anyagot az euklideszi térben elhelyezkedd differencialhatd sokasagként értelmezi.
(Az irodalmi attekintés helyett mi csak két miivet, DUGAS 1988. és TRUESDELL 1966., emlitink).

3.2 Atopoldgia, mint eszkdz a folytonos kézegek modellezésében

=z

mertnek tételezzik fol (lasd pl. CsAszAR 1970., KELLY 1957., illetve KOBAYASHI-NOMIZU 1963-69,
POSZTNYIKOV 1989 és 1988., RASCHEWSZKIJ 1967., STERNBERG 1965., SULANKE-WINTGEN 1972,
SZOKEFALVI-NAGY et al. 1979., STEENROOD 1965.).

A topoldgiéat roviden Ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a pontok kdzétti ,,0sszetartozast” kornyezetek-
kel értelmezi, és egydttal az ,,0sszetartozast” a ponthalmaz ¢sszes pontjara egyszer s mindenkorra rog-
ziti is. Az Osszetartozas alatt azt értjiik, hogy két, vagy tébb pont ugyanahhoz a kérnyezethez tartozik.
Mivel minden pontra meghatarozzuk azt, hogy mely pontok tartoznak a kdrnyezetébe, ezért a kdrnye-
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zetek rendszere, azaz a topoldgiai rend, visszatlikrozi a pontok egymashoz viszonyitott rendjet (egy-
masutanisagat).

A topologiai rend (€s a topologikus leképezés) egyuttal lehetdvé teszi, hogy két topologikus teret a
topoldgikus tér belsé szerkezetének megtartasa mellett egymasra képezziik le.

Megjegyzeés: a topoldgia fogalomkorét a metrikus terekben értelmezett pontsorozatok kiilonb6z6
torl6dasi és szétvalaszthatdsagi tulajdonsagainak leirasa soran fejlesztették ki. A topoldgikus tér a met-
rikus tér olyan ,,altalanositasa”, amelyben a topoldgiai tulajdonsadgokat nem a metrikaval, hanem annal
altalanosabb, pl. kdrnyezeti rendszerekkel fejezik ki. Arra is ra kell mutatni, hogy a ,,gazdag” topol6-
giai teret nem kell(ett) ,,konstrualni”, mivel a valds szdmokbol &ll6 ponthalmaz (amelyet metrikaval el-
latva nyerjlik az Euklideszi teret) eleve rendelkezik azokkal a topoldgiai tulajdonsadgokkal, amely a
differencialas és az integralas elvégzéséhez szikseégesek (pl. torlddasi pontok létezése, a kdrnyezetek
szétvalaszthatosaga, masképpen kifejezve Hausdorff-tér (CsAszArR 1970., 1983, KELLY 1957., Ko-
MORNIK 2003., KOLMOGOROV-FOMIN 1981., RIESZ-SZOKEFALVI-NAGY 1988.).

A tovabbiakban topoldgikus tér alatt a lokalisan Hausdorff-teret értiink.

3.3 Atopoldgia alkalmazasanak a feltételei

A topoldgikus térben fennalld topolégiai rend kovetkezményeit az alabbiakban foglalhatjuk 6ssze. (A
topoldgia tényekre nézve lasd pl. CsAszArR 1970., 1983, KELLY 1957., KOMORNIK 2003., RIESZ-
SZOKEFALVI-NAGY 1988.)

- A topoldgiai rend lehet6vé teszi a koordinatarendszer értelmezését és alkalmazasat: az egyenes
vonal beleképezhet6 a topologikus térbe, a pontok egymasutanisaga valtozatlan, egy pont koor-
dinatai egyértelmiien rogzitettek még akkor is, ha a topolodgiai teret (vagy annak egy tartoma-
nyat) leképezzik egy masik topolégikus térre (vagy annak egy tartoméanyara).

- A topolodgiai rend lehet6vé teszi a hataratmenet, ezzel egyiitt a differencialas és az integralas ér-
telmezését és alkalmazasat: a teljesség teszi lehetdvé, hogy a pontsorozatoknak legyen torlédasi
pontja, a szétvalaszthatosag teszi lehetévé, hogy a sorozat hatarértéke egyértelmii legyen.

A ponthalmazra vonatkoztatott topolégia rend a mechanika szempontjabdl ,befagyasztja” a bels6
mozgast, a bels6 szabadsagfokokat: egy pontnak nincs mérete, a pontnak csak az eltolédasa értelmez-
hetd, az elfordulasa nem. (Megjegyezziik, hogy nem a lehetséges szabadsagfokok szdma korlatozott,
példaul a merev test kinematikai szabadsagfoka a haromdimenzids Euklideszi térben hat, hanem a tel-
jes szabadsagfokokat ,,magaba foglalé”, a vizsgalat elvégzésére ,kiszemelt” tér fizikailag nem a ha-
romdimenzids Euklideszi térben foglal helyet, hanem att6l fliggetlentl, matematikailag konstrualjuk
meg; a merev test példajanal maradva a fazistér dimenzidja hat.)

A ponthalmazra vonatkoztatott topolégiai rend lehet6vé teszi a klasszikus kontinuum értelmezését:
a test szilard, az atomi-molekularis rend valtozatlan, a leképezés topoldgikus (folytonos). A klasszikus
kontinuumban maga a beagyazé tér, vagy annak egy tartomanya reprezentalja a vizsgalt anyagot, a
kontinuumot ,,alkotd” pontoknak csak eltolodasi szabadsagfoka van.

A ponthalmazra vonatkoztatott topoldgiai rend lehetévé teszi az aramlas kontinuudlis leirasat. A test
aramlasat (szemcsehalmaz = por, folyadék, gaz, ez utébbihoz kell még a termodinamikai formalizmus
is) a bedgyazo térben adja meg; a beagyazd térben, mint topoldgikus térben zajlik az aramlés: a vizs-
galt pont a beagyaz6 tér egy rogzitett pontja, nem valtozik a helye, ezen a ponton az id6 kiilonbozo pil-
lanataban méas és mas anyagi részecske halad keresztil.

3.4 Korlatok a topoldgia eszkdzeinek alkalmazasaban

Végezetiil meg kell jegyezni, hogy a topoldgia eszkdztaranak korlatjai is vannak. Ezek kdvetkezok.

A topologia eszkozeivel bizonyos testek meg sem kiillonboztethetok: példaul két, szemre jol elkiilo-
nithet6 test, mint példaul egy gémb és egy kocka, vagy az egységnyi élhosszisagu kocka és az 1/100,
1 és 100 egysegnyi élhosszUsagu téglatest topoldgiailag azonosak. Ugyan a gémb leképezése kockara
és az egységnyi élhosszUsagu kocka leképezéese az 1/100, 1 és 100 egységnyi élhosszisagu téglatestre
folytonos fliggvényekkel megadhatd, de ez a leképezés nem egyeztetheté Gssze az anyag atomi-
molekularis felépitésével: ilyen mértékii alakvaltozas soran az anyag atomi-molekuldris szerkezete
megvaltozik, a belsé topologiai rend nem marad meg. (Hasonl6 probléma mertil fel a torések és egye-
sitések leirdsa soran: a vagas, a lyukkészités, a hajtogatas, a hegesztés nem folytonos, ezért nem irhatd
le topoldgikus leképezéssel. Ez utdbbiak — az anyag szakadasa vagy 6dsszeillesztése — kivil esnek jelen
tanulmany keretein.)
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4 A METRIKA SZEREPE ES KORLATAI A KONTINUUMMECHANIKABAN

4.1 A metrika szerepe a kiterjed testek jellemzésében

Egy test alakjanak a megvaltozasa leirhato topoldgiai eszkézdkkel a szonak abban az értelmében, hogy
a testnek az alak megvaltozasa el6tti és utani allapota kozott 1étesitheté egy topologiai leképezés.
Ugyanakkor — éppen azért, mert a test alakja mind az alak megvaltozasa el6tt és utan topologiailag ek-
vivalens — a topologiai leiras valdjdban nem ad modszert az alak megvéaltozasanak a jellemzésére, a
test alakjanak a kiilonb6z6 allapotban valdé megkiilonboztetésére. A megkiilonboztetésiikre sziikség
van egyrészt a test méreteinek, masrész a test alakjanak a megkulénboztetésére. A méretek megvalto-
zasanak a leirasahoz sziikség van metrikus fogalmakra (tdvolsag és sz6g mérésére), az alak megvalto-
zasanak a leirdsadhoz sziikség van a testet hatarold felliletek (és azok metszésvonalai) gorblleti viszo-
nyainak az ismeretére.

4.2 Az alak megvéltozasa és az alakvéaltozas

Elészor egy terminologiai kérdest kell érinteniink: az alak megvéltozésa és az alakvaltozas nem azo-
nos fogalmak.

Az alak megvaltozasa alatt az fogjuk érteni, hogy a test alakja két kiilonb6z6 pillanatban, két kiilon-
boz6 allapotban nem azonos. A geometria nyelven: a test altal az Euklideszi térben (kiilonb6z6 id6-
pontban) elfoglalt két tartomany nem azonos, merevtestszerii mozgassal nem hozhatok fedésbe. Pél-
dakent emlithetjik egy vodor viz bedntését egy valyUba, egy prizmatikus rud nyujtasat, egy egyenes
acélpélca korivvé hajlitasat, végezetil a felcsévélt sparga lefejtését. Lathatd, hogy a négy kiilonb6z6
test alakja a kezd6- és végallapotban nem azonos, de lathat6 az is, hogy a négy test alakjanak a meg-
valtozasa nem azonos jellegli. Az elsé esetben a testnek nincs is alakja, hanem a testet tartalmazé
edény alakja valtozott meg, a masodikban a test linearis mérete valtozott meg (megnyult és persze ke-
resztiranyban kontrahalddott), a harmadikban elsésorban a test gorbiilete valtozott meg (a semleges
tengely hossza valtozatlan maradt, az attdl ,,jobbra” és ,,balra” (vagy ,,alatta” és ,.felette”) 1évé ,,sza-
lak” megnyultak, illetve megrovidiltek, és persze keresztiranyban is valtozott kis mértékben a test mé-
rete), a negyedikben a test hossza valtozatlan, de a térben felvett alakja fliggdtt a testre hatd er6tél.

Altalanossagban megallapithaté, hogy vannak testek, amelyek nem képesek az alakjukat meg@rizni:
ilyenek a szemcsehalmazok, a folyadékok és a gazok, de ide kell sorolni néhany szilard testet is, mint
példaul a koteleket és a ponyvékat. (Ez utébbiak szilardak, mert van olyan mechanikai igénybevétel —
hazés —, amellyel szemben ellenallast mutatnak.) Ezeknek a testeknek az alakjat részben kinematikai
peremfeltételek (,,edény™), részben dinamikai peremfeltételek (a testre hat6 erdk, pl. gravitacio, vagy a
gyorsuld mozgas) hatarozzak meg. A szemcsés kézeg halmokba rendezhetd, alakja fiigg a bels6 surlo-
dasi szogt6l, meg attol, hogy hogyan rendezziik annal laposabb hajlasszogli halmokba (netan edénybe
tolthetjlik). A folyadék csak edényben marad meg, kiilénben szétfolyik, kiilonb6z6 alaki edénybe ont-
ve a folyadékot, az felveszi az edény alakjat, de annak aljan (a gyorsulas irdnya adja meg, mi az alja)
foglal helyett. Gaz csak zart edényben tarthatd 6ssze, felveszi az edény alakjat és ,,egyensulyban” (az
aramlast most kizarjuk) az edényt egyenletesen kitdlti (ha eltekintink a gravitaciotél). A kotél és a
ponyva a peremek rogzitése esetén a terhekt6l fliggéen valtoztatja, illetve veszi fol az alakjat. A fen-
tebb ismertetett esetekben a test alakja valtozott meg, de alakvaltozasrol nem beszélink.

4.3 Az alakvaltozas értelmezése metrikus fogalmakkal

Az alakvaltozast a metrikus méretek megvaltozasaval kotjiik Ossze. S6t, a metrikus méretnek nem az
abszoldt, hanem csak a relativ megvaltozasat értelmezziik. Egy test alakvaltozasanak az értelmezését
tobb Iépésre bontjuk fol (lasd LAMER 1985a., 1990., 1992-93a.)

- Egy gorbe relativ nydlasa: a megnyult hossz és a nem megnyult hossz kilonbsége osztva a nem
megnyult hosszal.

- A test alakvaltozasa globalisan: a testben megadhat6 6ssze sima gorbe relativ megnyulasainak
az Osszessége. Ebben a megkozelitésben az alakvaltozas ,,integral” formaban all el6.

- A test alakvaltozasa lokalisan: koordinatavonalakkal kijel6lt kicsiny tetraéder éleinek pontjai
kdzott, ez vezet a bazisvektorok relativ megnyulasahoz és az altaluk bezart sz6g megvaltozasa-
hoz. Ebben a megkdzelitésben az alakvaltozas mezdként értelmezhetd.

Az alakvaltozas nagysaga szerint korlatozott (lasd LAMER 2006., 2007., 2008., 2010., 2012., 2013.)

- Az alak megvéltozasat addig tekintjik alakvaltozasnak, ameddig az atomi-molekularis rend
meg6rzédik. Amikor az atomi-molekularis rend nem 6rz6dik meg, akkor atrendez6désrél beszé-
lunk.

- Az atomi-molekularis rend meg6rzése miatt az alakvaltozas mértéke korlatozott: (a vizsgalt
anyagoktol fiiggben) a relativ nydlas nem lehet nagyobb, mint 1/100 — 1/1000 — 1/10000.
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Ez a korlat nem csak a fizikai (mechanikai) jelenségre ad korlatot — alakvaltozas vagy atrendez6dés
—, hanem az alakvaltozast lokalisan értelmezé mennyiségre is, amelyet majd alakvaltozasi tenzorként
kivanunk értelmezni. A korlat matematikailag Ugy fogalmazhaté meg, hogy a relativ nyulas értéke az
egység mellett elhanyagolhatd. Megjegyezzlk, hogy nem linearizalunk (azaz nem a masodik és maga-
sabb hatvanyt tagokat hanyagoljuk el az els6foka tag mellett), hanem az egy melletti elhanyagolhatd
kicsiny mennyiségeket hagyjuk figyelmen kivil az elméletben (figgetlendl attdl, hogy a megtartott tag
linedris vagy magasabb hatvanyon szerepel, és fuggetlendl attél, hogy az elhanyagolt tag linearis, vagy
kvadratikus) (LAMER 1985a., 1990., 1992-93a).

4.4 A metrikus tér struktdrajanak a felépitese

A metrika, illetve a metrikahoz kothetd tovabbi geometriai objektumok bevezetésének egy ,,szokasos-
nak” mondhat6 értelmezésének a Iépései (pl. FLUGGE 1958., 1965., 1972., KORN-KORN 1975., LOVE
1972, LUR’E 1970, NOwWACKI 1975., PAPKOVICS 1939., RASCHEWSZKIJ) 1966. és LAMER 1990). Az
egyes lépéseket csak felsoroljuk, a részletek a fentebb megadott irodalmakban megtalalhatok.

- Az alapfogalom a helyvektor (az Euklideszi térben vagyunk).

- A helyvektor valtozasa a koordinatavonalak (irany) mentén adja meg a bazisvektorokat.

- A bazisvektorok skalaris szorzata segitségével értelmezhetd a metrikus tenzor.

- A bazisvektorok valtozéasa a koordinatavonalak (irany) mentén értelmezi az affin 6sszefliggés
egyutthatoit.

- Az affin 6sszefliggés egyutthatdinak a valtozasa a koordinatavonalak (irdny) mentén értelmezi a
gorbdileti tenzort. (Megjegyzés: a metrikus tenzor komponenseinek parcialis differenciéljai se-
gitségével is megadhatd a gorbdleti tenzor.)

A testek méreteit a metrikus tenzor segitségével hatadrozzuk meg. Mivel egy (iranyitott) szakasz
hosszat egy vektor skalarszorzatanak négyzetgyokeként értelmezziik, ezért a hossz méréséhez az ive-
lem négyzetét hasznaljuk, ez utdbbit a metrikus tenzor komponenseib6l alkotott (differencialis) kvad-
ratikus alak formajaban adjuk meg. A sz6g mérésére két, egymassal szdget bezard vektor skalarszor-
zatat hasznaljuk, ebben az esetben a szdget alkotd derékszogli haromszog oldalaranyaira kapunk 6sz-
szefuiggést (megszokottabb kifejezéssel élve: a szdg szinusz fliggvenyét hatarozzuk meg). Mar most
utalunk arra, hogy a kétféle méréshez a metrikus térben kétféle fuggvényt alkalmazunk: négyzetgyok
és szinusz flggvényt. Ez a megallapitas flggetlen attél, hogy a fuggvényekben ugyanazon metrikus
tenzor komponensei szerepelnek.

A metrika ertelmezésével tehat egy metrikus térben képesek vagyunk goérbék hosszat és gorbek altal
bezart szdget meghatarozni. Utalunk arra is, hogy a metrikus tenzor ismerete lehet6vé teszi feliiletek
és testek térfogatanak a meghatarozasat is.

A test metrikus viszonyain Kivil a test alakjat is figyelemmel kell (kellene) kisérni. Ehhez a testet
hatarolo feliiletek és a testben kijelolhet6 gorbék gorbiileti viszonyait kell (kellene) nyomon kdvetni.
(Kimutattuk, hogy kis alakvaltozasok mellett az eltolodasok nagysagatol fuggetlendl is lehet nagy (és
tébbnyire az is) a gorbuleti viszonyok megvaltozasa, lasd LAMER 1985a.) A gorbilet nem kdzvetlendl
a metrikus tenzorral, hanem a bazisvektoroknak egy gérbe mentén valé eltolasa soran fellép6 ,,forgé-
saval”, azaz az affin egydtthatdk segitségével irhato le. Jelen tanulmanyban a gorbileti viszonyok
megvaltozasanak a tényét csak érintjlk, a vonatkozo dsszefliggéseket részletesebben nem fejtjik ki.

A térben egy test mozgasanak a leirdsdhoz értelmezni kell a mozgas soran a metrikus tenzor, illetve
az ahhoz kapcsol6do geometriai objektumok megvaltozast is. Ez adja meg a folytonos kdzegek kine-
matikajanak leirasat.

4.5 A metrika és a kontinuum kinematikajanak a kapcsolata

A geometriai objektumok megvaltozasanak egy kontinuum kinematikajanak a leirasaban jatszott sze-
repe ismertnek tételezhet6 fel: expliciten, vagy impliciten minden rugalmassagtani, illetve kontinu-
ummechanikai kényv (pl. FLUGGE 1958., 1965., 1972., LovE 1972, LUR’E 1970, NOWACKI 1975.,
PAPKOVICS 1939., RASCHEWSZKIJ) 1966.) ezeket a lépéseket alkalmazza, legfeljebb egyes elemeivel
nem foglakozik. Az egyes lépéséket csak felsoroljuk, a részletek tekintetében az irodalomra utalunk
hagyatkozunk (LovE 1972, LUR’E 1970, RASCHEWSZKIJ 1966.), illetve (TONTI 2013., LAMER 1984b.,
1985a., 1990., 1992-93a., 1992.).
A helyvektor valtozasaval értelmezziik az eltolddast.

- A bazisvektor valtozasaval értelmezzik a metrikus tenzor valtozasat.

- A metrikus tenzor valtozasanak a fele adja az alakvaltozasi tenzort. (Erre még visszatériink.)

- Az affin 0sszefliggés egyutthatoinak a valtozasa adja meg a koordinatavonalakon a ,,bazisvektor
valtozasanak” a véaltozasat. (Magyaran: ez tlkrozi vissza, hogy a koordinatavonalak meggdérbiil-
nek, és az affin egyiitthatok értékei nem azonosak az alakvaltozas el6tt €s utan.)

- A gorbuleti tenzor valtozéasa adja az 6sszeférhet6ségi egyenleteket. (Megjegyezziik, hogy ha az
alakvaltozas el6tt tetszOlegesen vennénk fol a koordinatavonalakat, akkor a gorbiileti tenzor
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szolgalna annak az ellenérzésére, hogy a felvett koordinatavonalak valoban az Euklideszi tér
egyértelmi leirasat adjak.)

Altaldban elmondhat6, hogy a fenti 6t allitassal altalanossagban minden szakirodalmi mii egyet ért.
A szakirodalmi allaspontok kozétt az eltérés abban all, hogy az alakvaltozas nagysaga fliggvényében a
harmadik allitast kiillonb6zéképpen értelmezik, vagy ha Ugy tetszik ,,finomitjak”. Rendszerint az elto-
l6dasmez6 gradiens tenzordanak valamelyik (bal vagy jobb oldali) polaris felbontasa soran nyert szim-
metrikus tenzort tekintik alakvaltozasi tenzornak. Abban az elmozdulasmezé elsérendi parcialis diffe-
rencidlhdnyadosai elsé és masodik hatvanyon szerepelnek. Altalanossagaban a szakirodalomban agy
nyilatkoznak, hogy a kvadratikus tagok megtartasa esetén az alakvaltozasi tenzor tetszélegesen nagy,
mig ha csak a linearis tagokat tartjuk meg, Ugy csak kis alakvaltozasok leirasara alkalmas (lasd pl.
FLUGGE 1958., 1965., 1972., LOVE 1972, LUR’E 1970., NOWACKI 1975., PAPKOVICS 1939.).

A szakirodalom egy része nem elégszik meg azzal, hogy az eltolddasmezd gradiens tenzoranak po-
laris felbontasa soran nyert szimmetrikus tenzort tekintse az alakvaltozas tenzoranak, hanem megkere-
si a metrikus tenzor megvaltozasanak fizikai (mechanikai) tartalmat is; a részleteket lasd pl. LUR’E
1970. A fizikai tartalomnak két szempontbol van a jelentdsége. Az egyik elméleti. A metrikus tenzort,
ahogyan azt fentebb mar ismertettiik, az ivelem négyzetének ,.tetszéleges bazisban vald felirasdhoz
értelmezziik. Ezért elméletileg meg kell mutatni, hogy egy gorbe relativ megnyilasat és két gorbe altal
beért sz6g megvaltozasat valban ki lehet fejezni a metrikus tenzor komponenseibdl ,,megalkotott”
tenzor segitségével. A masik gyakorlati. Az alakvaltozasok koziil elsGsorban a relativ nytalast (hazoki-
sérletek) és a szOgvaltozast (csavard kisérletek) lehet kisérletileg magvaldsitani, és ezzel egyitt az
anyagi allandokra nézve kisérleti adatokat el6allitani. A vizsgalédasok (pl. LUR’E 1970.) megmutatjak,
hogy a metrikus tenzor féatlobeli elemeinek a fizikai tartalma az iranyvektor nytlasaval van kapcso-
latban, mig a mellékatldbeli elemeinek a fizikai tartalma két iranyvektor altal bezart szdggel. Mivel a
metrikus tenzor nem kdzvetlenil a hosszat és nem kdzvetlenil a széget adja meg, igy nem nyilvanva-
16, hogy az alak megvaltozasat jellemz6 mennyiségek — relativ nyUlas és az irdnyvektor altal bezart
sz0g megvaltozasa — egydltalan Osszefoglalhatok-e egy tenzorialis mennyiségbe. A szakirodalmi
eredmények szerint a relativ nylilas meghatarozasa soran a metrikus tenzor féatlobeli komponense
(pontosabban annak megvéaltozéasa) négyzetgyok alatt szerepel, mig a sz6gvaltozas meghatarozasa so-
ran a metrikus tenzor mellékatlébeli komponense (pontosabban annak megvaltozasa) szégfluggvény-
ben (szinusz) szerepel (KUTILIN 1947., LUR’E 1970., LAMER 1985a., 1990., 2003a.). A kétféle fligg-
veny — a koordinata transzformacié szempontjdbol — nem foglalhatd 0Ossze egy tenzoridlis
mennyiségbe. Mindkét fuggvényt a metrikus tenzor vonatkozé komponense szerint sorba fejtve, az el-
s0, a linedris tagot megtartva éppen tenzorialis 0sszefliggéseket nyeriink, de mar a masodik tag (négy-
zetes, illetve kobos tag) tag megtartasa eltérd fliggvényeket szolgaltat és az egyes komponensek koor-
dinata transzforméacidja nem lesz azonos (tenzorialis jellegii). A sorba fejtés utan nyert tagoknak
tenzorba vald 6sszefoglalasaval (illetve nem dsszefoglalhatd voltaval) kapcsolatban lasd pl. KUTILIN
1947., LAMER 1985a., 1990., 1992-93a.

4.6 Az alakvaltozas értelmezésének a feltételei és korlatjai

A fentiek alapjan az alak megvaltozasanak metrikus tenzorral torténd leirasanak van egy feltétele: a
metrikus tenzor egyes, az alakvaltozasokat lokalisan jellemz6 komponensei nem lehetnek nagyok a
deformalatlan allapot metrikus tenzoranak a (f6atlobeli) komponenseihez képest: fizikailag csak kicsi
lehet az alakvaltozas, nagy nem, de fizikailag a nagy alakvaltozas nem alakvaltozas, hanem atrendezo-
dés, ahogyan erre a topolégiaval foglakozé részben a figyelmet mar felhivtuk. Magyaran: az, hogy a
metrikdval csak kis alakvaltozasok irhatdk le, 6sszhangban van az anyag atomi-molekuldris szerkeze-
tével és azzal, hogy az alaknak mar nagynak tekinthetd valtozasa mar nem hogy metrikusan, de mar
topoldgiailag sem irhatd le.

A kis alakvaltozas kapcsan jelezzik (lasd pl. LAMER 1985a., 1990., 1992-93a.), hogy nem lineériza-
lunk, hanem az | (egy) mellett az elhanyagolhat6 tagokat minden esetben elhanyagoljuk (azaz az elmé-
letbdl ,,tor6ljik™). Az 1 (egy) mellett elhanyagolhat6 tagoknak az elméletbdl vald ,,torlése” a mechani-
kai folyamatokkal — tokéletesen rugalmas alakvaltozas — 6sszhangban van.

A metrika és az alakvaltozas kapcsolata soran az aldbbi eredmények emlitheték (lasd pl. LOVE
1927., LUR’E 1970. , de részletesen felsorolva LAMER 1985a.).

- Eqgy irany és egy kornyezet elfordulasa fliggetlen egymastal.

- A kornyezet elfordulésa, illetve egy irany elfordulasa nem fliggetlen az eltolodéstol.

- Az alakvaltozasi tenzor komponenseinek fizikai tartalma van: a f6atlobeli elemek a relativ nyu-
lassal, a mellékatlébeli elemek a szogvaltozassal allnak kapcsolatban.

- Matematikailag nem vezethet6 be a nagy alakvaltozas tenzora (a sorfejtés masodik tagja mar
nem ad tenzort).

- Az elfordulas és alakvaltozas sorba fejthet6 (felbonthatd) az eltolédasvektor gradiens tenzora
szerint, a négyzetes tagok megtartasaval lasd LAMER 1985a.

324



Szilard folytonos kdzeg matematikai modellezése

- A felbontéssal igazolhatd, hogy a leképezés specialis: majdnem ortogonalis a leképezés (Lamer
1985a.). Ennek kapcsan utalni kell arra, hogy a Novozsilov-féle felbontas (NovozsiLov 1948.)
formai, a felbontasnak nincs kdzvetlen mechanikai és matematikai tartalma; a lehajlasok értel-
mezés soran lehet szerepe a részleges linearizalasnak (LAMER 1990., 1992-93b.).

- Az alakvaltozas fogalmat pontositani kell. Egy test a leképezés (a deformacio) soran megvalto-
zatja alakjat globalisan, de a metrika megvaltozasa lokalisan is értelmezhet6. A metrikus tenzor
segitségével értelmezett alakvaltozasa lokalis, egy pont kérnyezetére vonatkozik. Ez az alakval-
tozas mindig kicsi. Ugyanakkor a test alakjanak globalisan nagy megvaltozasa (egy egyenes
tengelyl rudat korivvé hajlitunk) nem teszi feltételen sziikségesse, hogy az alakvaltozasok loka-
lisan is nagyok legyenek (LAMER 1985a., 1990., 1992-93a.).

5 A NUMERIKUS MODSZER SZEREPE ES KORLATAI AZ ALTALANOSITOTT
KONTINUUMOK MECHANIKAJABAN

5.1 A numerikus madszer alkalmazasanak az elve

A periodikus belsé szerkezetli anyagok esetén az anyag mechanikai viselkedését a racspontokban
,,ul6” anyagi pontok, merev testek, illetve deformalhato szilard testek és az azok kozott 1évo kapcesolati
viszonyok hatarozzak meg. Az anyagi viselkedésének jellegzetes tulajdonsaga, hogy a racspontokban
,,ul6” részecskék nem hagyjak el a racspontot (pontosabban a racspontok koriil mozognak), helyet nem
cserélnek.

Formaélisan a rendszert a racspontokban értelmezett allapotfuggvények irjak le. Ezeket a diszkrét éer-
telmezési tartomanyu fuggvényeket sorba fejtjik a racspontokat magaba foglald, beagyazd, Euklideszi
térben értelmezett folytonos flggvények terében. Ennek kdévetkeztében az altalanositott kontinuumok
elméletét tekinthetjik egyfajta numerikus megkozelitésnek. Ez médot ad egyrészt az altalanositott
kontinuumok elméletének egy szokatlan szempontbol valé megvilagitasara, masrészt a modellek egy-
maéshoz valé viszonyainak — ugyanezen szempontb6l val6 — feltarasara.

A tovébbiakban az altalanositott kontinuumok értelmezéséhez a numerikus modszerek két 6 1épé-
sét, a bazisfliggvények lehetséges megvalasztasat, valamint az alkalmazhato6 hibaelvet tekintjik at.

5.2 Bazisfuggvények

Azok a fliggvények, amelyekkel a pontos megoldast kdzelitjik, bazisfliggvényeknek nevezziik. A dif-
ferencialegyenletek megoldésa soran bazisfuggvényekként rendszerint valamilyen fuggvényrendszert
valasztunk: hatvanyfuggvényeket, hatvany polinomokat, trigonometrikus sorokat, illetve ortogonélis
flggvénysorokat és specialis fliggvényeket, vagy az adott differencialegyenlethez (-rendszerhez) tarto-
z6 sajatfliggvényeket (lasd pl. KORN-KORN 1975.). A bazisfliggvenyeknek lehet specialis megvalasz-
tasa, példaul, hogy elégitse ki a vizsgalt egyenletrendszert, vagy annak peremfeltételeit. Tovabbi saja-
tossag lehet, hogy a bazisfliggvény tartdja fedje le a vizsgalt tartomanyt, vagy egy-egy bazisfliggvény
tartéja kilonb-kilon ne fedje le, csak az dsszes bazisfliggvény tartbinak az unidja fedje le a vizsgalt
tartomanyt (ez utdbbi vezet a végeselemek fogalmahoz és a végeselemes analizishez.) Az itt emlitett
tipusu bazisfiiggvények alkalmazasa teszi lehet6vé, hogy a differencidlegyenletek megoldasat vissza-
vezessik egy algebrai feladatta.

A bazisfiiggvényeknek egy mas jellegli specialis megvalasztasa a kdvetkezo: a bazisfiiggvények va-
lamely véltozoban legyenek ,ismeretlenek”. Ez a kétvaltozds parcialis differencidlegyenlet visszave-
zetése kozonseges differencialegyenletté Kantorovics-féle mddszerének az alapja (lasd [KANTORO-
VICS-KRULOV 1953.). Ez a megkozelités altalaban lehet6vé teszi a valtozdszam csokkentését. Azaz a
harombdl két, vagy egy valtozdban ismeretlen bazisflggvények alkalmazéasa nem algebrai feladathoz,
hanem a valtozoszam csokkentéséhez vezet. Ez az eljaras a kontinuummechanikaban modot nyuijt arra,
hogy a héj- és radelméleteket a haromvaltozos kontinuummechanika két- és egyvaltozés, numerikus
modszerkent levezetett feladatanak tekintstk (lasd LAMER 1990, 1992-93b.).

A béazis megvélasztasnak azt a specialis esetét kell megvizsgalni, amikor mindharom véaltozban
ismeretlen a bazisfuggvények. Ez vezet valamely elmélethez.

A periodikus rendszerek vizsgalat esetén a rendszer allapotat leird ismeretlen fliggvények (allapot-
hatarozok) mechanikai tartalmuk ismertek: a racspontban iilé részecskék eltolddasat, elfordulésat,
alakvaltozasat jellemzik. A periodikus rendszerekre vonatkoz6 folytonos modell — racskontinuum —
megalkotasa soran a beagyazd térben értelmezett folytonos, mindharom valtozéban ismeretlen fligg-
venyek szerint fejtiik sorba.

A bazisfuggvények értelmezesehez csak elvek adhatok meg (Hiszen mindharom véaltozéban isme-
retlenek, tehat egyszeriien minden esetben azt kell irni, hogy f(X,y,2).) Elvként a kovetkezé lehetéségek
adhatok meg:

- mechanikai modellépités,
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- bels6 szabadsagfokok értelmezése,
- a mar alkalmazott fliggvenyek parcialis differencialjainak alkalmazésa,
- alakzatok formalésa és azok Uj egységként valo kezelése.

Mechanikai modellépités

Ez alatt azt értjik, hogy az adott rendszert valamely mechanikai testek rendszerével modellezzik.
Ide tartozik egyrészt az tigynevezett helyettesité kontinuumok, illetve a helyettesitd rudszerkezetek.
Az els6t Ggy kell elképzelni, hogy a helyettesitd kontinuum anyagi viselkedését leir6 anyagallandokat
Ugy hatarozzuk meg, hogy a racsszerkezet viselkedése (eltolodas-fesziiltség Osszefliggése) egyezzék
meg a helyettesit6 kontinuum anyagi viselkedésével (alakvaltozas-fesziltség osszefliggesével). A ma-
sodikat ugy kell elképzelni, hogy a periodikus struktiraji rendszert a racspontokat 6sszekoté rudakbol
allo rendszerrel helyettesitjuk, és tgy valasztjuk meg a rudak anyagi allanddit (keresztmetszet, inercia,
anyagi allandd), hogy radszerkezeti rendszer viselkedése egyezzen meg a kdzeg kimért anyagi visel-
kedésével. Megjegyzés: természetesen nehany elemi allapotban illesztjilk az anyagi viselkedést leiro
,»g0rbéket” (mint pl. huz&s nyomas, nyiras, hajlitas, csavaras).

Ehhez a modellalkotashoz tartozhat a belso szerkezet modellezése mechanikai rendszerrel, lasd pl.
KUNIN 1975.

Ujabb kinematikai fiiggvények: belsé szabadsdgfokok

Ennek alapja a matematikai érvelés, az analogia alkalmazésa. Formalisan jé eredményre vezet, de
mivel hattérben hagyja egyrészt azt a tényt, hogy valdéjaban numerikus modszerrél van sz6, masrészt
azt a tényt, hogy a vizsgalt rendszer eleve diszkrét, ezért az analdgia soran felhasznalt terminoldgia és
nyert eredmenyek értelmezése nem minden esetben van dsszhangban a vizsgalt mechanikai rendszer
valds tulajdonségaival.

A bels6 szabadsagfokhoz kiilonb6z6 elméletben kiilonb6z6 fizikai (mechanikai) tartalmaz rendel-
nek. Példaul az alapvaltozot tekintik az ,,egyensulyhoz” tartozé mennyiségnek, a belsé szabadsagfok
alatt az egyensulytol valé eltérés leird mennyiségnek. Lasd pl. VERHAS 1985.

Eléfordul hogy egyszeriien primér és dual valtozonak tekintik az alapvaltozot, illetve a belsé sza-
badsagfokot reprezental6 masodlagos valtozot.

A mar alkalmazott flggvények parcidlis differencialjai

Formalisan, ha ismert egy fliggvény, annak ismert a differencialja is. Ezért a fliggvény mellett an-
nak differencialjat a fliggvényt6l nem fiiggd, ,,alap ismeretlenként” kezelni legkevesebb szokatlan, de
mindenképpen magyarézatra szorul. A fizikai jelenséget leir6 matematikai elmélet felallitdsa soran
részben a kiilonbdzo rendi differencialis mennyiségek mas és mas fizikai tartalma révén egy elmélet-
ben el6fordulhat, hogy kiilonb6z6 rendii differenciélok szerepelnek ugyanabban az egyenletben. Erre
ket trivialis példat adunk.

Az elmozdulas id6 szerinti masodik derivaltja aranyos a test mozgasat kivalto erdvel, az elmozdulas
1d6 szerinti els6 derivaltja aranyos a test mozgasat lassito, a surlodassal aranyos erével.

A héj és radelméletben specidlis, kozépfellletre, illetve sulytengelyre felépitett koordinatarendszert
hasznalunk. A kozépfeluletre épitett koordinatarendszer egyik eleme, a normalvektor, a kdzépfelilet
koordinatavonalainak a koordinatdk szerint valtozasaval fejezziik ki (vektorszorzatként allitjuk eld).
Azaz itt az elméletbe ,.fellép” egy elsérendii derivalt. E miatt, a héjelméletben a hajlitasra vonatkozo
differencialegyenletek rendje megné (megkétszerez6dik) a membran allapotra vonatkozo differenciél-
egyenletek rendjéhez képest). A stlytengelyre épitett koordinatarendszer két eleme, a normalis és a
binormalis vektor (ez els6t masodik derivaltként, a masodikat vektorszorzatként allitjuk eld). Azaz itt
,belép” az elméletbe egy elsorendii és egy masodrendii derivalt. E miatt, a raidelméletben a hajlitasra
vonatkoz6 differencidlegyenletek rendje megné (megnégyszerezédik) ,,membran” (huzas-nyomas) al-
lapotra vonatkozé szerepl6 differencialegyenletek rendjéhez képest).

A periodikus rendszer vizsgalata soran sem fizikai, sem geometriai indok (specialis koordinatarend-
szer alkamzasa) nem merul fel a parcidlis differencialok alkalmazésara. A parciélis differencialok al-
kalmazésanak egyik matematikai megalapozasét az jelentheti, hogy a racspontokban értelmezett fligg-
vények értékein kivil azok véaltozasa is befolyasolja a rendszer viselkedését. (A racspontok miatt a
véltozast a véges differencidkkal kellene értelmezniink, de a folytonos leiras soran differencialokkal
dolgozunk.) A kontinuummechanikéban a folytonos eltolddasfiiggvények parcialis differencialhanya-
dosaibdl képezett mennyiségeknek geometriai tartalmat — alakvaltozas, elfordulds — tulajdonitunk. En-
nek mintajara az els6-, masodrendi parcialis differencidloknak tulajdonithaté fizikai (mechanika) tar-
talom is.

Alakzatok formélésa és azok Uj egységként vald kezelése

A racspontokban helyet foglald részecskéket alakzatba csoportositjuk, és az alakzathoz tartozo
»egyedi” ismeretleneket az alakzathoz tartoz6 minden részecskét magaba foglald ismeretlen ,,mez6k-
ké” csoportositjuk. Ennek soran rendszerint a kollektiv szimmetrikus és aszimmetrikus, valamint ki-
16nb6z6 egyedi formakat kiilonitjiik el. Rendszerint a csoportositassal az alakzatra — cellara — vonat-
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koztathat6 valtozok az alakzat 1éptékében 6nallé tartalommal ruhdzhatdk fel (lasd pl. négy pontra vo-
natkozéan a racspontok eltolodasanak csoportositasa esetén az alakzatra, azaz a ,,cellara” vonatkoz6
eltolodas, elfordulas és alakvaltozas értelmezését, tovabba racspontokban hato erdk csoportositasa ese-
tén a fesziltségek, és a nyomatekok értelmezest, LAMER 2007, bar tudjuk, hogy Lagrange analitikusan
hasonlé eredményre jutott a X1X. szazad elejen).

Altaldnossagban emlithetjik az alszerkezetek modszerét. Ennek ,,prototipusa” a rudszerkezetek el-
méletében alkalmazott elmozdulas mddszer: ebben egy-egy csomopontnak tulajdonitunk eltolédasi és
elfordulasi szabadsagfokot, a rad két végének elmozdulésa egyértelmiien hatarozza meg a rad belsé al-
lapotat. A mddszer azzal jellemezhetd, hogy nem kell a rudak 6sszes pontjanak a szabadsagfokat egy-
idejlileg figyelembe venni. Elegendé a racspontoknak ,,szabadsagfokot” tulajdonitani, az azok viselke-
désére nézve felirt egyenlet(rendszer) megolddsa utdn a racspontok elmozdulasa, ezt kovetéen a
kapcsolati erbk, végezetiil egy-egy radon belil az elmozdulasok és az igénybevételek egyértelmiien
meghatarozhatok.

Az alszerkezetek modszere esetén tekintiink a rudak egy Osszefliggd halmazat, amelynek a peremén
1év6 racspontok szabadsagfokait tekintjiik ismeretlen mennyiségeknek. A tovabbiakban az eljaras azo-
nos ridszerkezet szamitasara bevezetett elmozdulas modszerrel. Ez igy dnmagaban még nem ad bels6
szabadsagfokot. Ehhez az kell, hogy az alszerkezet peremén 1év6 racspontokban értelmezett ,,egyedi”
szabadsagfokokat a szimmetria és az aszimmetria elve alapjan csoportositsuk, hogy az alszerkezet pe-
remén elhelyezked6 egy-egy vonal, vagy fellilet mentén az egész alszerkezetre nézve fizikailag (me-
chanikailag) értelmezetd szabadsagfokokat nyerjiik. Ez analdg a fentebb a ,,pontokra” bemutatott cso-
portositassal.

Végezetil a kovetkez6 1épés a helyettesité — altalanositott (?) — kontinuum létrehozésa: a cellak
diszkrét viselkedésével analdg kontinuum anyagi alladéinak a meghatarozésa.

Megjegyzeés. Ez az eljaras vezethet egymasba agyazott diszkrét — folytonos — diszkrét modellek ér-
telmezéséhez. Ugyanis eléfordulhat, hogy a helyettesité kontinuumra vonatkozo feladatot végeselemes
maodszerrel, azaz diszkretizalassal oldjuk meg.

Megjegyzes a sorfejtésrol
A racspontokban iil6 részecske viselkedésére vonatkozd fizikai (mechanikai) tartalmat kifejezo
fuggvények a racséallanddkat is magaba foglalé fliggvényeket — jo matematikai és fizikai (mechanikai)
érzekkel szokas felvenni. Ezalatt azt értjik, hogy pl. a kollektiv mozgas leirésara (a racséallandé tavol-

sdgan vett periodicitas tekintve) paros, a diszkrét mozgas leirés paratlan fliggvényeket szokas felvenni.
Részleteket l1asd pl. KUNIN 1975.)

5.3 Hibaelvek

Azok a modszerek, amelyek segitésével az ismeretlen bazisfiiggvények meghatérozasara vonatkozo
egyenletek felallithatok, hibaelvnek nevezziik.

Klasszikusan hibavektort és hibaelvet kell valasztani (Iasd pl. SCHARLE 1974., 1976.). Elviekben, a
klasszikus — értsd algebrai feladatokra vezeté — numerikus modszereknél az ortogonalitdsi és a mini-
mumfeltétel johet sz&mitasba. A hibavektorok és hibalevek lehetévé teszik a kiilonb6z6 numerikus el-
jarasok egységes vizsgalatat (lasd pl. SCHARLE 1974., 1976).

Mivel a bazisfliggvényeknek nem hogy nem ismert a feladat differenciélegyenletéhez viszonyitva
valamely sajatossaguk (egyenlet vagy peremfeltétel kielégitése sth.), de éppen az a célunk, hogy a béa-
zisfiiggvények meghatarozasara nézve egyenlet(rendszer)t allitsunk {61, ennek megfeleléen hibaelvek-
ként altalanossagban elsdsorban a fizikai megkozelitést, egy-egy specialis bazismegvalasztas esetén
valodi hibaelvet valaszthatunk. A levezetés modjai a kdvetkezok lehetnek:

- adifferencialegyenlet levezetése mechanikai megfontolasok alapjan,

- aszimptotikus modszerek,

- variacios elv,

- entrdpia produkcio elve,

- Lee-eljarés,

- alszerkezetek modszere.

Az egyes levezetési modszerekhez a kovetkez6 megjegyzéseket fiizziik.

A differencialegyenlet levezetése mechanikai megfontolasok alapjan

Ez tlinik a legszimpatikusabbnak, mert ebben az esetben a mechanikai tartalmat szem el6tt tartva ir-
juk fol a feladatra vonatkozo6 egyenletrendszert. Bar altalanositas sordn nem minden esetben vilagos,
hogy egy bels6 szabadsagfoknak mondott fliggvény milyen matematikai és/vagy fizikai tartalommal
bir. (Gondoljunk példaul az altalanositott kontinuum egy pontjaban értelmezett elfordulésra és alakval-
tozasra, vagy nyomatékra.)
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Aszimptotikus modszerek

Egy mar ,kidolgozott” elmélettdl valo ,kismértékii” eltérésre vonatkozd elméletben ismeretlen
fuggvényeket valamely kis paraméter haladd hatvanysoraként értelmezziik. Az ezekre a fuggvényekre
vonatkozd egyenleteket éppen a kis paraméter hatvanyai szerint rendezzik 0ssze, és azt kdveteljik
meg, hogy a sorfejtés minden egye sora (a kis paraméter minden hatvanyara vonatkozo kifejezés) ki-
16n-kilon elégitse ki a vonatkozd egyenletet.

Variécios elv

A variacios elv alapjan rendszerint az ,,alapfeladat” varidcids elvét altalanositva irjak fel az 0j, bels6
szabadsagfokra vonatkozo variécios elvet. Ez a gyakorlatban annyit tesz, hogy a variacios elvet kiegé-
szitik, matematikai szerkezetét tekintve az ,,alapfeladatra” vonatkoz6 tagok struktarajaval megegyez6
formaban felirt tagokkal, amelyeket, értelemszertien az 11, a bels6 szabadsagfokok kifejez6 bazisfiigg-
venyekkel fejeziink ki.

Megjegyezzik, hogy elviekben egy mechanikai rendszerre vonatkozo differencialegyenlet-rendszer
és a hozza tartozo variacios elv kdlecsondsen megfeleltetheté egymasnak. Ezért a kétféle eljaras ugyan-
arra az eredményre kell, hogy vezessen. Ugyanakkor nem minden &ltalanositas soran vilagos (leg-
alabbis a kezdetek kezdetén), hogy az uj, ,,bels¢” szabadsagfokok fizikailag ténylegesen hogyan is fej-
tik ki hatasukat, ezert a differencialegyenlet levezetése fogalmi nehézséget okozhat. Ugyanakkor a
matematika analdgia a variacids elv keretén belll ezen a fogalmi nehézségen atsegithet. Természete-
sen ezt kdvetden azt kell megjegyezni, hogy a variacids elvbol nyert differencidlegyenlet vizsgalatival
éppenséggel illik meghatarozni (megfogalmazni) a klasszikus mechanika nyelvén az 10j bels6 szabad-
sagfok mechanikai tartalmat.

Entropia produkcio elve

A kontinuummechanikaban a variacios elv alapvetéen a mechanikai viselkedés leirasat foglalja ma-
gaba. A kontinuumok viselkedését az esetek egy jelentds részében termodinamikai allapotjellemzok is
befolyasoljak. Ebben az esetben az 1j, belsd szabadsagfokokra vonatkozo egyenletek levezetésénél
elotérbe kerll az entrdpia produkcié elvének alkalmazésa (VAN et al. 2008.). A variacios elvet és az
entrdpia produkcio elvét egymassal egyenrangu eljarasnak tekintjuk.

Lee-eljaras

A kontinuumok egy tipusanal, a gyengén nemlokalis kontinuumok esetében (VAN et al. 2008.) el6-
térbe kerll a részben fliggetlen belsé valtozok, részben a mar alkalmazott valtozok parcialis differen-
cialjainak alkalmazasa. Az 1j, bels6 szabadsagfokra vonatkozo6 ismeretleneck meghatarozasara iranyuld
levezetés elsé 1épésében az entropia produkcid elvét alkalmazzak. Ezt kovetben a Lee-eljaras keretén
belll — az ismeretlen fiiggvényeket azok kiilonbozé rendii parcialis differencialhanyadosai szerint
gyljtik csokorba, és, hasonldan az aszimptotikus mddszerhez, egy-egy csoport eltiinését megkovetelve
allitanak fel az ismeretlen fuggvényekre nézve egyenleteket.

Alszerkezetek modszere
Az alszerkezetek modszerér a bazismegvalasztas soran lényegében ismertettiik, lasd fentebb.

5.4 Az &ltalanositott kontinuumok hierarchiaja

Az éltalanositott kontinuumok egy lehetséges sorba rendezését ismertetjik (LAMER 2007.) alapjan.
A szakirodalomban ismeretes az anyag mechanikai modellezésének az al&bbi sora:

anyagi pont — merev test — folytonos Rozeq — nyomatéki kRozeg — mikropoldris Rozeg — direRtoroR,
A sorba rendezés azon alapul, hogy egyre tobb szabadsagfoka van a modellnek:

eltolodds — elmozdulds — eltoloddsmez8 — elmozduldsmez6 — elmozduldsi és alakydltozdsi mezd — maga-
sabb rendil alakvdltozdsi mez ok,

A leirés ,,egyoldalt”, a szonak abban az értelmében, hogy ugyan mind a kinematikai, mind a dina-
mikai szabadsagfokok szama nd, de kdzben a testre nézve tovabbra is csak erdkre és az er6k nyomaté-
kara tudunk egyensulyi (mozgas-) egyenletet felirni. A kinematikai és dinamikai szabadsagfokok
tenzoridlis rendje egyre magasabb, de a leirasra alkalmazott tér ponttér, és a dimenzioja tovabbra is ha-
rom.

A fentebb megadott anyagi pont — merev test — folytonos kozeg ... sorban tobb, a sorral nehezen
Osszeegyeztetheto ,,ugras” van. Ez egyik, hogy a merev test a folytonos kozeg egy specialis esete,
amikor is a test nem deformalodik, tehat ink&bb része, semmint két kiillon entitas. Ebbdl a szempontbdl
a pont — kozeg felosztas tliinik egyértelmiinek, de a kozegen beliili, tovabbi osztdlyozas ettdl fiiggetlen.
(Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy pontbdl és egy kontinuum szdmossagu sok pontbdl all6
rendszerek.) A sorban a szabadsagfokok szama szerint is talalhato egy ,,ugras”. Az elsé elemet eltolo-
dassal, a mésodikat eltolddassal és elforduldssal, majd a harmadik elemet ismét csak eltolddassal jel-
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lemezziik, és csak a negyedik elemtél kezdve lesz ismét eltolodas és elfordulas, mint szabadsagfok.
Ebbél a szempontbol az anyagi test és a merev test egyfajta (diszkrét) elemnek, a kozegek egy masfaj-
ta (folytonos) elemnek tekinthet. A kétféle szempont szerint a merev test és folytonos kozeg két ki-
16n csoportba tartozik, és taldin nem egy sorrdl van sz6, hanem kettérél. Ugyanakkor ki kell térni arra,
hogy a merev test igazabol nem kontinuum: anyagi pontok mereven kapcsolva mar merev testet alkot-
nak, a merev test tehat nem feltétlen kontinuum. A szamossag kapcsan kell megemliteni azt is, hogy a
mechanikai rendszerekhez tartoznak az anyagi pontok rendszere, a merev testek rendszere, mint pél-
daul a szemcsek halmaza, vagy a kristalyracsok. Ezek a mechanikai rendszerek, mint az anyagnak ko-
zegeként valo modelljei, nehezen illeszthet6k be a fenti linedris sorba.

A tovabbiakban a hagyomanyos anyagi pont — merev test — folytonos kdzeg ... sor helyett a mecha-
nikai modelleknek egy tablazatba val6 6sszefoglaldsat mutatjuk be (id. mi).

Az anyagi pontra épiilé mechanikai rendszereket az alabbi ,,sor”’-ba rendezzik.

merev test
anyagipont ~ —  anyagi pontok rendszere  —  deformdlhatd szildrd test
érintkez8 szemcséR halmaza

Alapfogalomnak az anyagi pontot tekintjuk. Az anyagi pontok rendszere alatt azt érjiuk, hogy az
anyagi pontok nem érintkeznek (vagy legaldbbis csak pillanatnyilag), de egymaéssal kolcsonhatasban
allnak (pl. Naprendszer, biliard) A tablazat utolsé oszlopaban az anyagi pontok érintkeznek egymas-
sal, az érintkezésben kapcsolati er6 jon létre. Ha a mechanikai allapotvaltozas soran az anyagi pontok
kdzotti tavolsag nem valtozik, akkor merev testr6l beszéliink. Ha a tavolsag valtozik (az anyagi pontok
egjyméshoz viszonyitott elhelyezkedése alland6 (fennall egyfajta topoldgiai rend), akkor deformélha-
t6', esetleg hajlékony? szilard testrél beszéliink. Ha a mechanikai allapotvaltozas soran az anyagi pon-
tok egymason elmozdulnak, egymas kozott helyet cserélnek, azaz atrendezddnek, akkor érintkezo
szemcsék halmazardl® beszélink.

Ezt kdvetden kellene értelmezni egy olyan ,,anyagi pontot”, amely nem csak az eltolodasaval, ha-
nem az elfordulasaval is jellemezhetd, valamint nem csak erék, hanem nyomatékok is hathatnak raja.
Ennek a fogalomnak a fizika mas teriiletein mar vannak elézményei, ezt spinornak nevezzuk. Tulaj-
donképpen a merev test egy ilyen spinor, csak a merev testnek véges kiterjedése van, a spinort tgy ki-
vanjuk értelmezni, mint az anyagi pontot: kiterjedes nélkuli.

merev (félmerev) spinortest
spinor - spinorok rendszere - deformdlhaté szildrd spinortest
érintkezd spinorszemcsék halmaza

Ezt kdvetben kellene értelmezni egy olyan ,,anyagi pontot”, amely nem csak az eltolddasaval és az
elfordulasaval, hanem bels6 alakvaltozasaval is jellemezhetd, valamint nem csak erék és nyomatékok,
hanem belsé fesziiltségek is hathatnak raja. Ennek a fogalomnak a mar kordbban a fizikaban beveze-
tett direktor feleltetheté meg. Tulajdonképpen a deformalhaté szilard test egy ilyen direktor, csak a
szilard testnek véges kiterjedése van, a direktort Ggy kivanjuk értelmezni, mint az anyagi pontot: kiter-
jedés nelkili.

merev (félmerev) direRtortest
direktor - direktorok rendszere - deformdlhaté szildrd direRtortest
érintkez 6 direRtorszemcséR halmaza

A fentiek alapjan 6sszeéllithato egy teljes rendszer. A direktor belsé tulajdonsaga alapjan (a tenzor
rendje szerint) akar folytathatd is. De csak lefelé.

! Deformalhatd: egy lapra helyezve az alakjat a gravitacié hatasa alatt megtartja, (tAmaszokat biztositva) felterhelés soran kis
mértékben megvaltoztatja az alakjat (nyulasi, nyirasi alakvaltozast szenved el), leterhelésnél (rugalmassagot feltételezve)
visszanyeri az eredeti alakjat. Pl.: acélbol késziilt kozepesen hosszU prizmatikus test (gerenda).

2 Hajlékony: egy lapra helyezve az alakjét a gravitaci6 hatésa alatt nem képes megtartani, (tamaszokat biztositva) a gravitaci-
0s tér kikényszerit egy egyensulyi alakot (k6télgorbe), felterhelés soran felveszi azt az alakot, amelyben a terhel6 er6k egyen-
stlyat biztositani tudja (kotélsokszdg), ennek soran rendszerint nagy mértékben valtoztatja meg az alakjat (mindemellett kis
mértékben nyulas szenved el) leterhelésnél (rugalmassagot feltételezve) visszanyeri a gravitacios tér altal kikényszeritett
alakjat. PI.: kotél.

3 Szemcsehalmaz: egy lapra helyezve az alakijat a gravitacié hatéasa alatt nem képes megtartani, (tamaszokat) biztositva a gra-
vitcios tér kikényszerit egy egyensulyi alakot (,,halom™), felterhelés soran felveszi azt az alakot, amelyben a terhel6 erék
egyensulyat biztositani tudja, ennek soran rendszerint nagy mértékben valtoztatja meg az alakjat, azaz atrendez6dnek a szem-
csék a halmazon belil, leterhelésnél (az anyagi pontok tulajdonsagatol fiiggetleniil) nem nyeri vissza a gravitacios tér altal
korabban kikényszeritett alakjat. PI.: kavicshalmaz.

329



Lamer

merev test
anyagipont =»  anyagi pontok rendszere = deformdlhatd szildrd test
yagt p yagt p
érintRezd szemcsék halmaza
N7 N7 N7
merev (félmerev) spinortest
spinor > spinorok rendszere > deformdlhatd szildrd spinortest
14 14 14

érintkezd spinorszemcsék halmaza

v v

merev (félmerev) direRtortest
direktor > direktorok rendszere = deformdlhaté szildrd direRtortest
érintkezd direRtorszemcsék halmaza

Megjegyzések.

1. A rendszerben a kontinuum nem szerepel. Azaz ezek a — fentebb megnevezett — rendszerek meg-
szamlalhato sok elembdl allnak, legfeljebb az egyes elemek kinematikai és dinamikai szabadsagfokai
eltéréek (jelleglikben és szamukban). A kontinuum a fentiektdl eltéré fogalom. Erre vonatkozoan lasd
a jelen tanulmany 3. és 4. fejezetében irtakat.

2. A mechanikaban ismert elvek alapjan a spinor és a direktor, mint egy pontra vonatkoztatott
mennyiségek nem értelmezhetdek. Korabban a kontinuumra vonatkozo topologiai attekintésbdl, illetve
itt, az 5. fejezetben a periodikus rendszer folytonos vizsgalatara vonatkozo fejtegetésekbdl kovetkezik,
hogy a fenti tablazat nem egyszeriien a pontokbol, merev testekbdl, deformalhato szilard testekbdl allo
merev, deformalhato szilard és hajlékony testek, valamint halmazok osztalyozasara vonatkozo tabla-
zat, hanem egyuttal az ltalanositott kontinuumok egy lehetséges hierarchidjat is megadja.

6 OSSZEFOGLALAS

A tanulményban a kiterjed kdzegek modellezésének topologikus, metrikus és numerikus szempontjait
tekintettiik at.

A Kiterjedt testek (mechanikai) modelljeit — anyagi pont, merev test, kontinuum, folyadék és gaz,
racskontinuumok — a valds test mozgasanak a leirdsara vonatkoz6 numerikus modszer alkalmazésa
eredményeének tekintjuk. Az eljarés lényege, hogy az anyagot alkoto egyes részek egymashoz viszo-
nyitott mozgéasa leirdsara hasznalatos fliggvényeket egy numerikus eljaras bazismegvalasztasnak te-
kintjuk. Ennek folyomanyaképpen az azonosan eltol6dé részecskék adjak az anyagi pont fogalmat, az
azonosan eltolodé és egy pont (tengely) kordl elfordul6 részekék adjék a merev test fogalmat. A testen
belil kollektiven — folytonosan — elmozdul6 részecskékkel modellezheté anyagok vezetnek a kontinu-
um fogalméhoz. A testen belll az egyméashoz képest diszkréten (nem kollektiven) mozgo, az egymas-
hoz képest rogzitett topologiai rendet megtartd részecskékkel modellezheté anyagok vezetnek a racs-
kontinuum, més kifejezéssel élve, az altalanositott kontinuumok fogalméahoz. Végezetil, amikor a
testen belll a topoldgia rend nem &ll fonn (a részecskék nem egy racs racspontjai ,,koril” mozognak),
akkor a mozgéasra nézve eloszlasokat posztulalhatunk (illetve mérhetlink ki), és az eloszlasokat fel-
hasznalva alkothatunk modelleket. Ezek vezetnek a statisztikus modellekhez.

A numerikus modell elve alapjan a deforméalhat6 szilard testek modelljeiben a topoldgikus, a metri-
kus és a numerikus szempontok jatszanak szerepet. A modellalkotds soran figyelembe vett
topoldgikus, metrikus és numerikus tulajdonsagok biztositjak a létrehozott modell 6sszhangjat a mo-
dellezni kivant jelenséggel, de egyuttal megadjak a modell alkalmazésanak korlatait is.

A topologiai rend és néhany tovabbi topologiai tulajdonsag fennallasanak koszonhetden lehet a
vizsgalt testben — kozegben — koordinatakat értelmezni, valamint a differencial- és integralszdmitast
alkalmazni. Ezen kivil a topoldgiai rend alapjan el kell kiiloniteni egymastdl az alakvaltozast és az at-
rendezOdést. A metrika fennallasanak k6szonhetOen lehet értelmezni az alakvaltozast, és az alakvalto-
zasi tenzort. Az alakvaltozasok értelmezésének logikus feltétele, hogy az alakvaltozasi tenzor kompo-
nensei adjak meg a fizikailag, kisérletekkel kimérheté méretvaltozasokat. Ennek kovetkezménye, hogy
az alakvéltozasi tenzor bevezetésének korlatjai vannak: csak kis alakvaltozasok esetén értelmezhets. A
numerikus modszerek a periodikusan elrendezett diszkrét rendszernek a kontinuélis leirdsa soran jat-
szanak szerepet: a bazisfiiggvények felvétele, illetve a hibaelv megvalasztasa kiilonb6z6 jellegt foly-
tonos modellhez, a szakirodalomban elterjedtebb kifejezéssel élve altalanositott kontinuumhoz jutunk.
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