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OSSZEFOGLALAS: Az elbadasban példakat hozunk arra, hogy diszkrét rereldzen az egyese-

mek — értsd atomok, molekulak, szemcsék — kdzatthas viselkedés ismeretében az anyag egészére
vonatkozé anyagtorvények nélkil a test allapotssgelrban egyensulya) modellezthets meghatéa-
rozhat6. Megmutatjuk, hogy a folytonosnak tekinésttfolytonos matematikai modellel leirt anyagok
esetében szikségsizehogy az egyensulyi allapot meghatarozasahoz amigaikedést leiré egyen-
leteket kelljen értelmezni.

Kulcsszavakfolytonossag, anyagtorvények

1 BEVEZETES

1.1 Anyagtérvények

Anyagi tulajdonsag alatt azt fogjuk érteni, ahogggy anyag afit ért hatasra ,valaszol”, megvaltoz-
tatja allapotat, mi tébb, megvaltoztatja annaklieget, ahogyan valaszt ad. Szemléletesen Ugy-is fo
galmazhatunk, hogy az anyagi tulajdonsag az, dmtas és a kovetkezmény ,kozo6tt” helyezkedik el.
Anyagi tulajdonsag alatt egyuttal az anyag visefisbdipusat értjuk. A kilonbdZizikai jelenségek
esetén kulonbdzviselkedésre latunk példat. Az anyagi tulajdonsagfogjuk sorolni azt, ahogyan
egy test kils ersk hatasara megnyulik, meghajlik, elcsavarodik, hintfpen lassan szétfolyik, vagy
idével a bel$ erok lecsengenek, hogy kisebb méftdiomeérsékletvaltozds hatdsara térfogatat valtoz-
tatja, hogy nagyobb aranyémeérsékletvaltozas esetén valtoztatja a halmazaiapesetleg azon be-
Ul a bel$ szerkezetét, az elektromos aramot vezeti vagy aemagneses mézatereszti vagy kizar-
ja.

Mechanikai modellekre korlatozva a megfogalmazadgsziltség és az alakvaltozas kozotti legalta-
lanosabb, tobbnyire funkcionalegyenlet alakjabdirtfenatematikai 6sszefliggést konstitutiv egyen-
letnek nevezzik. (A mechanikai energia disszipdadaiatt az allapotvaltozok korét névelni kell,
ennek részletes vizsgalatatdl a jelen tanulmangttakintink.)

Az idealizalt anyagi viselkedésre vonatkozé matémaatisszefliggéseket tekintjik anyagtérvények-
nek. Az anyagtorvényt a gyakorlatban abbdl kéveatkteertjik ki, hogy milyen viselkedést tapaszta-
lunk a kulonféle folyamatokban. Mivel a kulonkéotolyamatok kildnbdd koriiményeket foglalnak
magukba, ezért a kulonb®koriimények kozott tapasztalt kilonkozselkedéstl esetleg nem ma-
gara az anyagtorvényre, hanem csak egy-egy ,vidétkérvényre” kovetkeztethetlink. Ez utdbbit
hétkdznapi nyelven ugy fogalmazhatjuk meg, hogykbbz kortilmények kozotti anyagi viselkedest
kilénbozd egyenletekkel irhatjuk le. Ugy véljik, hogy azaglbttérben — a mechanikara korlatozva a
megfogalmazast —, azaz ad,id feszlltség és az alakvaltozasok altal kifegzteben, a kilonbdz
Lviselkedéstorvények” egyrétégn (atfedések nélkil) fedik le a teret, pontosabdramak egy 6ssze-
flggo tartomanyat, és azok 6sszessége adja meg az anwamtt. (Ha nem egyrétégakkor az azt je-
lenti, hogy az allapottér valtozoitwbiteni kell, mert valamilyen, addig figyelmen kiviidgyott alla-
potvaltoz6 fliggvényében lehet a két azonos tartgtriéfed ,viselkedéstorvényt” elkiloniteni.) A
tovabbiakban ugyan az anyagtorvényeket tartunk st@mde rendszerint az anyag viselkedését leird
egyenletekdél fogunk beszélni.

! Jelen tanulméany a Nyiregyhaaigkolan 2011. november hd 25-én, a Tudomany Naggmabdl megtartott
Jubileumi Tudomanyos Ulésen elhangzotiaglis irasos valtozata. A tanulmannyal a $zésszonyi Csaba
munkassaga éit tiszteleg.
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Megjegyzés. Az anyagi viselkedést leir6 egyenleteignevezésére tobb terminus technikus is talal-
hat6é a szakirodalomban. Az angolszasz nyelvteniilek#®sorban a konstruktiv, az orosz nyelvtertle-

ten inkabb a fizikai egyenletek kifejezést alkal@@z A termodinamika egyes terlleteidsderetet-

tel alkalmazzak a vezetési egyenletek kifejezéstadyagtdrvényt pedig a konstruktiv egyenleteknek
az idealizalt testekre vonatkoztatott értelembeszhaljak.

Az anyagi viselkedés megfogalmazasahoz a kuléhbolytonos — fizikai modellekben kdzdés ma-
tematikai hattereként a differencialgeometriat,Ggitt pedig a topoldgiat lehet megjeldini.

1.2 Mechanikai rendszerek

A mechanikai rendszerekben a vizsgalaté@sges) targya a mozgas. Az egyes testek egymasia h
sat ebként modellezzik; masképpen, az, ami a mozgasétlapwegvaltoztatja, az a hatas aé.ek
mozgas vizsgalatahoz magat a testet is modelleZzlkkilss hatdssal szemben mutatott viselkedése
alapjan kilonbo& mechanikai testeket értelmezink: anyagi pont, méest, deforméalhaté szilard
test, folyadék és légnédmAz egyes modellek esetén a mozgas, amit vizsgalnas és mas: eltolo-
das, elfordulas, alakvaltozas, aramlas és térfagjaras.

A mechanikai rendszerekben a deformalhat6 szistek azok a testek, amelyekben az anyagi visel-
kedést 6nallé egyenletcsoporttal (,viselkedéstony@li) irjuk le. Eléisorban azt, ahogyan azdra-
tasara az alakvaltozas végbemegy. Ennek fenyébghkihsaboztetjuk a rugalmas, a képlékeny, a fel-
keményed, a viszkdzus anyagokat. Ertelemsizar elkllonitjik az idealisan rugalmas, az idedlisan
képlékeny jelleget, a linearis és a kulonb&zadratikus, kdbds vagy egyéb fliggvénnyel leirteaxio
elmozdulas 6sszeflggéseket. A mechanikai — azan dedzildrdsagtani — tulajdonsagok kézé sorol-
juk a ténkremenetel formdit, Ugy, mint a rideg &iré képlékeny folyast, a faradasos torést, adéepe
sek kialakulasat és felhalmozddasat, a diszkloka@é diszklinaciok) létrejottét, mozgasukat és fel
halmozédasukat és az anyag tonkremenetelét, a eepislg kialakuldsat és ezzel egyltt az
aprozodast, illetve ebben az allapotban — ha vaateherbirast, annak mikéntjét.

1.3 Az egyensuly

A mérnoki feladatok egy jelebd része az egyensulyt vizsgalja. Ebben az esetbelsialeges fel-
adat a testre hatodr egyensulyanak a meghatarozasa. Maganak az efyeais@ meghatarozasa —
elviekben — nem kilondsebben nehéz feladat. Azrexjire feltétele, hogy az eréer és az ereidl
nyomaték legyen egyehkérussal. Ez — altalaban — nem teljesil. Valojaem is az a kérdés, hogy
vajon egy-egy dérendszer egyensulyban van, hanem az, hogy ha sty sgy efrendszer hat, akkor
hogyan kell megtamasztani a testet Ugy, hogy aetpensiulyban maradjon. Mi tébb, a feladatot tgy
tizzuk ki, hogy akkor is alljon fenn az egyensuly, Kigdnbdz idében eltéb ersk hatnak a testre.
Vagyis tobbnyire éppen az a feladat, hogy hogyarasszuk meg a testet Ugy, hogy a legkuléébbz
erérendszer mellett is biztosithatd legyen az egygmsul

Ez a feladat sem kulondsebben nehéz, hiszen an#gyefeltétele éppenséggel megadija, hogy hat
(6), nem egy sikba &snem egy (illetve két) pontra mutaté tamasz ségésel egy merev test egyen-
sulya biztosithatd. Ugyanakkorsérdulhat, hogy a szlkséges tamaszok szamanal gy, keve-
sebb tAmasztja meg a testet. Altaldnossagban amijokp hogy ha az ismeretlen tAmagkeszama
megegyezik az egyensulyi egyenletekkel, a rendstagikailag hatarozott, ha tébb, akkor statikailag
hatarozatlan, ha kevesebb, akkor statikailag tatoabtt. Az el§ esetben a feladat egyértéiem
megoldhatd, a masodik esetben a megoldashoz nemnéliélkezésre elegeh@gyenlet, ezért rend-
szerint a merev test modelljét a deformalhat6 stilést modelljére cseréljik (lasd lentebb), a lzarm
dik esetben redundansak az egyenleteink, ha elbemtasmentesek, akkor van lalsitg egyértelin
megoldasra: a ,hianyz6” egyenlet ,iranydban” eleggensulynak kell fennallnia.

Merev testek kapcsoldédhatnak egymashoz; a merektbaldzata/rendszere is lehet statikailag hata-
rozott, hatarozatlan és talhatarozott. Ugyanakkegkiilonboztethetjik a kiisgés a bels hatarozott-
sdgot-hatarozatlansagot. Megjegyezzik, hogy a efkiszetek és szemcsehalmazok kdzott taladlhatok
a merev testek olyan rendszerei, amelyek statikaigdarozottak.

A deformélhaté szilard testeketét nagyobb csoportba oszthatjuk. Az egyikbe tksitag hataro-
zott, a masikba a statikailag hatarozatlan testgkznak. Az els csoportba tartoznak a kétél, a rad,
ponyva és a membranhéj (azzal a megjegyzéssel,dntigypaszviszonyok kidlsstatikai hatarozottsa-
got lehetvé teszik). A masodik csoportba tartoznak a tar@damez, a hajlitott héj és a haromdimen-

Hangsulyozni szeretnénk, hogy az egyensuly megimtdarol beszeélink. Természetesen az alakvaltazaso
elmozduldsok meghatarozasahoz sziikség van az amselgedést leird egyenletekre.
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Zios test. Az elé csoportban az egyensuly meghatarozhat6 az anigmifkedést leird egyenletek nél-
kiil, mig a masodikban csak és kizarélag az anyiaglkedést leiré egyenletek figyelembe vételével.

A kozegek mechanikai viselkedésének tanulmanyogéasin a kozegekben bélersk medit, kine-
matikai valtozokat, etssorban eltolédasi, elfordulasi, alakvaltozasi ket értelmeziink. A kdzegek
tdlnyomo tébbségében a bélsrok és az alakvaltozasok niex6zott fizikai kisérletekdl (és az azo-

kat értelmeé elmélettdl, lasd lentebb) meghatarozhatd dsszeflggéseketnyeyi viselkedést leird
egyenleteket allitunk fol. Az anyagi viselkedéstdeegyenletek felallitAsahoz a kulonbdizikai vi-
selkedésmaddot visszatukibanodelleket allitunk fol, és ennek megféldtisérleteket végzink el.
(Magyaran: a szemmel lathatd jelenségeket valamibgszefliggésbe, rendszerint szemmel nem lat-
hatd, csak elméletileg értelmezett matematikai ségek kézotti ok-okozati kapcsolatba agyazzuk,
kvalitativ elmélet allitunk fol.) A kozegek mechkai viselkedésének a leirdsa soran az anyagi visel-
kedést leird egyenleteket szikségesnek tekintjiid rfizikai szempontbdl, mind a modellalkotas
szempontjabdl. Fizikailag a kilonkbziselkedésmodok jél elkildnithid, ami killénbdé anyagi vi-
selkedést leird egyenletek (viselkedésmodok) édarfpet teszi szilkségessé. A modellalkotas (azaz a
matematika) szempontjabol az anyagi viselkedési kedyenletekre szilkség van ahhoz, hogy a rend-
szer allapotét leir6 fliggvények meghatarozasana égjyenletrendszer legyen joliiitt.

Latszélag az anyagi viselkedést leird egyenletnga@ sajatja. Valdban, annyiban, hogy a kiuléwbdz
mechanikai kdrtlmények soran a kulonbazselkedés anyagokat kilénbd@zegyenletek jellemzik.

A tanulmanyban megmutatjuk, hogy az anyagi visadkedkird egyenleteknek a mechanikai rendszer
allapotvaltozasat leird kinematikai és dinamikajeegetekhez csatolasanak a szilkségessége a folyto-
nos kézeg, mint modell, folyoméanya.

2 AZ ANYAGOK BELSO SZERKEZETE, HALMAZALLAPOTA ES EGYENSULYA

2.1 Az anyagok halmazéllapota és lietzerkezete kozoétti 6sszefliggés

Az anyag atomi-molekularis struktaraval bir. Lételzrolyan anyagok is, amelyek ,épikovei” az
atomi-molekularis rendnél nagyobbak, de egyfajtiscbetruktira ott is jol elkilonithét E bel$
struktara alapjan kulonithék el az anyagok halmazallapotai. A halmazallapazanyag betsszer-
kezete kozott szoros dsszefliggés all fenn. Mi aldbiakban néhany halmazallapotra forditunk fi-
gyelmet: a gazra, a folyadékra, a szemcsehalmazea(deformalhato) szilard testre, azon belll is a
kristalyracsra.

A halmazallapot fogalma — a hétkdznapi fogalmailapj@n — egyértelh A bels szerkezetet révi-

den jellemezzik. A jellemzés éforban a mechanikai modellezés szempontjabol édnali egyes

halmazallapotok jellendit.

Gazneni test: az egyes atomok és molekulak koézoétt tobbnyireskapcsolat, csak pillanatnyi Utko-
zés.

Folyadék:az egyes atomok és molekuldk folyamatosan érintkezaz egyes kapcsolatok folyamato-
san megdmnek, masok folyamatosan létrejonnek.

Szemcsehalmaaz egyes szemcsék egymashoz viszonyitott helgzgtegy adott terhelésre beall, a
teher elvétele utan valtozatlan, a korabbitol éltérhelés hatasara (Ujbél) atrengigik®.

Szilard test:az egyes egymassal ,érintkéZ,racshaldzatban @) atomok és molekulak egymashoz
viszonyitott helyzete nem valtozik.

2.2 Az anyagi tulajdonsag és a prébatest

Az anyagi tulajdonsagok meghatarozasahoz kisédetgdgzink. Ehhez egyrészt tipizaljuk magéat a
testet, amelyet kisérletnek vetiink ala (probatdgisritiink, vagy legaldbbis azonos kérilményeket
biztositunk), masrészt tipizaljuk a kisérletet Jgggénybevételeket és tipus mechanikai allapotokat

3 R4 kell mutatni arra, hogy a deformélhat6 szit@stek k6zo6tt van olyan is, amely alakjanak megvalta j6

kozelitéssel leirhaté a nélkiil, hogy az anyagilkestést leird egyenleteket alkalmaznank: ilyen gk@mely
terhelés hatasara ,beall” a teher ,iranyaba”, é&sgalat soran a tényleges nyulas figyelmen kihagyhato.
Masképpen megfogalmazva: kinematikailag hatarozasitikailag tulhatarozott a rendszer.

* A fenti megfogalmazas alapvein szaraz, surlédasmentes,daityag nélkiili szemcsehalmazra vonatkozik az-
zal a feltétellel, hogy a tehermentesités utaregigrcio nem rendezi at a halmazt. A talajmechdroké&mert,
hogy a gravitacio iranyabadeterhelés (épllet sulya), tehermentesités (bodggrhelés (U épiilet sulya) fo-
lyamatban a rdkovetkézerhelés akkor rendezi at (tdmoriti) a talajtahekdvetked terhelés értéke nagyobb
a megedz6énél.
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értelmezink). A tipizalas rendszerint homogén, viegyeljebb lineérisan valtoz6 allapotok értelme-
zését foglalja magaba.

A tovabbiakban a deformalhat6 szilard testek visgdlsét ,letapogatd” kisérleteket tartjuk szeéttel
van egy véges térfogatl anyagunk, arra hatunié lditevel, majd megszintetjik a terhelést (,leterhe-
link™) és dsszehasonlitjuk a test allapotat — atbhebket és a test alakjat — a kezdeti és a végallapot-
ban. Megjegyezzik, hogy a vizsgalatok soran figpehel kell lenni a kérnyezetre: 1 g gravitacio,
14,5 °C atlagbmérséklet, és 1 atmoszféra légkori nyomas.

2.3 Gazok

A gazban nyomast szokas értelmezni, mint Hel$t”. A nyomast az Utkdz atomok és/vagy mole-
kuldk impulzus-cseréjével magyaradzzuk. Kinematikdtozoként a térfogatot szokas tekinteni (allan-
doé tomed gazt tételezve fol). Tekintsik azt a specidligets@amikor a gaz allapotvaltozasa allandé
hémérsékleten a dinamikai €s kinematikai valtozokdktitennallopV = all. dsszefliggéssel irhatd le.

A pV = All. 6sszefliggést abbdl a szempontbdl tekinthetjukgingselkedést leiré egyenletnek, hogy
a dinamikai ) és kinematikaiV) valtozok kozott teremt kapcsolatot. Ugyanakkanraal felvilagosi-
tast arrdl, hogy vajon van-e kilénkbzanyagl” gaz, hasonléan a rugalmas, képlékenygkomus
anyagokhoz. Megmutatjuk, hogy a 2.2. pontban édeétt kisérlettipus alapjan valéban nem értel-
mezheb. Ugyanakkor utalunk egyrészt arra, hogy a kivdtaskisérlet a szilard testekre lett ,kitalal-
va”, masrész arra, hogy @teltérs kérilmények kdzott a kilonbézgazok kilonbod viselkedést mu-
tathatnak.

Rezervoar Vizsgalt gaznem (I test

Vs - %

Py Py Py

7. Z %

a.) kezdeti allapot b.) terhelés vége allapot c.)leterhelés uténi allapot
1. &bra. A gazokra értelmezett, térfogatvaltozassal jaséeéttipus

A gaz mibenlététl kbvetkezik, hogy a gaz allapotéat, anyagi viseet vizsgalni csak ugy lehet, ha
zart edénybe helyezzik; rendszerint dugattyGvdiatarhengetil szokas beszélni. A terhelés a du-
gattyara hato & a valtozas — a hatas — a térfogat valtozasa. nadgar a dugattyd belssurlédasa
€s a kultéri nyomas viszonya hatarozza meg, hogyeahelés soran mi is torténik. A kisérlet soran
feltesszik, hogy a dugattya idedlis, azaz surlodésitesség nem I1ép fel.

Legyen a gazban, a kerdllapotban, a nyomgs, a terhelés vége utgm, a kdrnyezetben uralkodo
nyomas legyem,. A leterhelés utani allapotban a hengerben urdlkogdmast jeldljgs. Ez, a kiti-
z6tt (gondolat)kisérletl kovetkeden, meg fog egyezni a kdlsiyomassal. Két esetet kilénbdztethe-
tink meg. A kezd nyomés kisebb, illetve nagyobb, mint a WiegHlapotban. Ezekre nézve az alabbi
esetek lehetségesek.

Elsének azt az esetet vizsgaljuk, amikor a Kemgomas kisebb, mint a nyomas a \igHlapotban.
Harom aleset lehetséges a ,leterhelésre”.

Pk > P2 > p1, akkor benyomaodik a hengerbe a dugattyl annyogy lyazban lév nyoméas megegyezik
a kil nyomassalp; = px > ps.

P2 = Pk, akkor nincs reakcio.

p. > p«, akkor kinyomddik a hengefba dugattyd annyira, hogy gazbandéwomas megegyezik a
kilsé nyomassalps = px.

Itt tovabbi harom valtozatot kell megkllénbodztetni.

P2 > P« > p1, akkor:ps = py > pr.

P2 > px = P1, akkor:ps = p¢ = pr.

P2 > P1 > Py, akkor:ps = py < pr.

Az els esetben ,tovabbterhelés” térténik, a masodikbaosireakcid, a harmadikban valamilyen ,le-

terhelés” megy végbe, és ez utdbbiakbdl a 2. vdittekinthed a tokéletesen rugalmas test ,analog-
janak”.
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Masodiknak azt az esetet vizsgaljuk, amikor a &ezgbmas nagyobb, mint a nyomas a #gha-
potban. Harom aleset lehetséges a ,leterhelésre”.

P < P2 < p1, akkor kinyomédik a hengetba dugattyd annyira, hogy gazbandéwomas megegyezik
a kil nyomassalps = px < p1.

P2 = pw, akkor nincs reakcio.

P> < Pk, akkor benyomddik a hengerbe a dugattyd annyingy lgdzban 1&v nyomas megegyezik a
kilsé6 nyomassalps = px.

Itt tovabbi harom valtozatot kell megkilénboztetni.

P2 < px < Py, akkor :ps = py < pu.

P2 < px = p1, akkor:ps = px = pi.

P2 <Pz < Py, akkor:ps = px > pi.

Az el esetben ,tovabbterhelés” (pontosabban ,leterhilgsténik, a masodikban nincs reakcid, a
harmadikban valamilyen ,tovabbterhelés” megy védgseez utébbiakbdl a 2. valtozat tekinthattt-
kéletesen rugalmas test ,analdgjanak”.

Megjegyezzik, hogy mas feltételek mellett mas gipselkedés” ,generalhatd”. Pl. a nem idealizalt
dugattyu esetén ,maradé alakvaltozas” lép fel akkona torténetesgm = py.

Altalanossagban megallapithatd, hogy a ,probatéstikedése fiigg a kilikornyezetnek a kezdeti
és a végallapotbeli értékélit A klasszikus értelemben vett anyagi tulajdong&agio mint példaul ru-
galmas, képlékeny viselkedésrnem beszélhetlink. Ugyanakkor ra kell mutatnaahogy a gazok
esetében azok aramlédsa, a gazok aramlasi képérskralasba helyezett testek korili megvaltozasa,
illetve testek mozgasa gazokban, tovabba felhdjtésrdrvénylések kialakulasa alkotjak a gazok me-
chanikajanak adbb kérdéseit. Ezekben a kérdésekben a gazt, nsaengomhatd, tébbnyire surlé-
dasmentesen aramlo folytonos kézeget tekintjukri{iilencia esetén a folytonossag hipotézise meg-
kérdsjelezhed.) Megjegyezziik, hogy a térfogatvaltozasok tobknyismérsékletvaltozassal jarnak,
ezért a csak mechanikai megkéozelités nem tekihthetden esetben tokéletesen megalapozottnak.

2.4 Folyadékok

A folyadékban szintén nyomast értelmeziink, minstbelst. A fliggsleges iranyban ébrédhyomast
létrejotte a folyadékoszlop sulyaval magyarazh@itvabba, fel szokas tenni, hogy a folyadékban bel-
s6 nyiréeb (nyiréfesziltség), nem lép fel. Ezen feltevés etelinatematikailag bizonyithatd, hogy a
folyadék minden pontjaban, minden iranyban a nyoamsos nagysagu. Egyensulybarnsléalya-
dékban a nyomas értéke a felsélimért mélységgel és a folyadék fajsulyaval aranyotapasztalat
szerint a folyadékban a nyomaseloszlas az elnméladiell alapjan szadmolttal (a mérési pontossag ha-
taran belll) megegyezik. Kinematikai valtozét —eagyensulyban lév— folyadékban nem értelme-
zunk.

A folyadékra jellemé, hogy egy adott tomég(térfogatl) folyadék az edény aljanig 6ssze. Meg-
jegyezzik, hogy ,sziikség van” a gravitaciora, ugyanviladirben, a sulytalansag allapotaban, a fo-
lyadék egy nagy, mozdulatlan &bahoz hasonlitoé folyadékcsepp, amelyet a folyadéldti feszult-
sége tart 0ssze. A videofelvételek tanlsaga szaritithajésok az ujjukkal alakitottdk az alaktalan
folyadékcseppet.

Egy edénybe toltétt, sarlodasmentesnek tekintéyhtiek egyensulydnak a meghatarozasdhoz anyagi
viselkedést leiré egyenletet nem szokas felallitRointosabban, a nyirofesziiltség ,kizarasaval” ér-

telmezett idedlis folyadékban igazolhat6, hogy reameégyes pontban hidrosztatikus nyomas lép fel,

ennek okan az ismeretlen mennyiségek szama (3)gyezj& az azt meghataroz6 egyenletek szama-
val (3), és az egyensuly meghatarozasahoz az avgatiiedést leiré — a nyomas és a térfogatvaltozas
kozotti kapesolatot megadd — egyenletekre ninckssi

Megjegyezzik, hogy a folyadékok kismértékben dsgammatok, de a mérnoki gyakorlatbawfet-
duld térfogatvaltozas (rendszerint) elhanyagolhaté.

A folyadékra nézve szokas anyagi viselkedést lefiyenleteket értelmezni: a folyadék aramlasa so-
ran az aramlassal szemben mutatott ,ellenéllastdap szokads surlddasmentes és surlédasos, vagy
viszkézus folyadékrdl beszélni.

Az anyagjellemék meghatarozdsahoz elméletileg ,prébatestet” énghardizalt” igénybevételt szo-
kas értelmezni. A ,folyas” tulajdonsaga miatt a massal szemben mutatott tulajdonsagok meghatéa-
rozasahoz hengerbe zarva alakithatnank ki ,prétetegkkor a gazokhoz hasonléan ,térfogatvalto-
zast” lehetne folyadékok esetén is értelmezni, diet mrra fentebb utaltunk, ez nem jellemezi a
folyadékokat. A folyds soran tapasztalhatoésdsban a rétegeknek az egymason tére&imozdula-
saval (masképpen fogalmazva: a nyirasaval) szematott tulajdonsagok értelmezéséhez nem sta-

251



Lamer

tikus, hanem mozgéashban &v aramlé folyadékra alakitunk ki kisérletet (anika probatest fogal-

ma a szilard testre megalkotott formaban értelraézti). A gazokhoz hasonldéan az aramlas kérdései
alkotjdk a folyadékok mechanikdjanak az alapvieladatait. Ezekben a kérdésekben a folyadékot,

tébbnyire, mint 6sszenyomhatatlan, ritkabban, niisézenyomhato, altalaban surlédasosan aramlo
folytonos kdzeget tekintjlik. A turbulencidra vorak, a gazoknal tett megjegyzés ebben az esetben
is fennall.

2.5 Szemcsehalmazok

A szigortan konvex, abszolut merev testek halmszécsehalmaznak tekintjik. Tovabbi egy&zer
sitésekkel is élunk: két szemcse kozott csak akérési pontban ébredéera surlodas hataséatol el-
tekintlink, és ragasztd (a szemcsék kozotti huzdyas ebk atadasat biztositd kidnyag) meglétét
kizarjuk. Feltessziik, hogy a szemcsék kozel goraklalk és nagyjabdl egyforma méek. Végeze-
tul feltesszik, hogy fennall a két-, illetve harampos feltAmaszkodas hipotézise (a két, illetvéa h
rom dimenziéban). Lasd Lamer (2006, 2007, 20080ap2010b, 2010c, 2011a, 2011b).

A szemcsehalmazban b&lsrbnek az érintkezési pontokban ébfemioket tekintjik. Kinematikai val-
tozonak az egyes szemcsék eltoldédasat és elfotdalastjik. Feltesszik, hogy az egyes szemcsék a
koralotte [év, gravitacids térben szemléletesen Ugy fogalmankatwogy az alatta 1€y szemcséken
elcsuszhatnak, elfordulhatnak, esetleg atrefutesz soran két masik szemcse k6zé becslszhatnak.

A fentebb értelmezett szemcsehalmaz kinematik&idagrozatlan, statikailag tulhatarozott, de a rend-
szer egészére felirhatd egyenletrendszer algelsdedben hatarozott. Ezt azt jelenti, hogy anyagi
viselkedést leird egyenletek nélkil — maguk a saéincazaz a testek abszolut merevek — a szemcse-
halmazban ébrédbelss erbk és kinematikai ismeretlenek egyértébn hatarozhatok meg.

Megjegyezzik, hogy nagysagrendben élsremcsek esetén a rendszer tovabbra is telinststzo-

lat merev testeldl allé rendszernek, és ennek soran az egyensirhdtd kinematikai és statikai
egyenletek (6sszevont) szama éppen az ismeretbzdakival lesz egyeénlUgyanis egy hagy szem-
cse tekinthdt belss, mozg6 peremnek. A mozgd perem hat (6) kinematkabadsagfokkal bir, és a
ra hatd, azaz azzal érintkegszemcsék esetében a globalis egyensuly nem battosigyanakkor a
bel$y perem egyensulyara éppen hat (6) flggetlen eglhgregyenlet irhatd fol. Ennek okan nem
csak a kozel azonos szemcs#@idllé szemcsehalmazokra, hanem az élszemcsemeéréthalmazok-

ra vonatkozéan is igaz az az allitas, hogy meremszék esetén a szemcsehalmaz allapotéara felirt ki-
nematikai és statikai egyenletek a rendszer egéseézve algebrailag hatarozott egyenletrendszert
adnak, és 6nallé anyagi viselkedést leird egyekfel@asara nincs szikseg.

2.6 Kristalyracsok

Az anyag atomi-molekularis szerkezetének az isrébegt Ugy véljik, hogy a gaz — folyadék — szem-
csehalmaz ,sor” kévetkézleme a kristalyracs.

A kristalyracsban egy-egy atom k6zott eg§tartelmezink. Formalisan a két atom kozotti patdnc
volgy alapjan hatarozzuk meg a két atom kozotépslivonzg, illetve taszitdé ét. Elviekben a két
atom kozott fellép e a két atom kozotti tAvolsagtdl fligg. Valdjabarekmdiat ennél sokkal 6sszetet-
tebb, hiszen a két atom kdzotti tovabbi atomok paitdjai IEnyegében mddositjak a vizsgalandé ha-
tas-ellenhatas értékét; erre &8k visszatériink. Kinematikai valtozénak a kristabg pontjaiban l
atomok eltolédasait tekinthetjik.

A fenti rendszerben ,anyagi alland6” egy van: adém kozotti ef értéke a két atom tavolsdganak a
fliggvényében. Valdjaban allapotfiggvénynek tekitjdmerve, hogy az atomok kdzétti vonzasi tar-
tomany csak igen révid tavolsagon érvényesul, ahléi nem szikséges minden atom kozétti kapcso-
latot meghatarozni, elegeha ,szomszédos”, illetve a ,masod” és ,harmad” sgp@aokra vonatko-

z6 kapcsolati éiket meghatarozni.

A kristalyracsra vonatkoz6 modell megoldhatésagaraz anyagi viselkedés jellegére vonatkoz6 alta-
lanos ismeretek a fentiek alapjan a kovetképpen fogalmazhaték meg.

Alljon a kristalyracs — tehat a rendszer — n eléimHasson a csomoépontokra valamely Kiilsgyen-
sulyi e6rendszer. Ismeretleneknek tekintjik rmelemd dimenziés ¢ = 2 sikbeli,d = 3 térbeli fel-
adat) eltolédasvektorat, amely dsszesdiismeretlen mennyiséget jelent. Azlem kozott 6sszesen
n(n — 1)/2 ismeretlen badsers 1€p fel. Ezek az egyes elemek kdz6tti vonzasotadéinyok alapjan, az
nd ismeretlen mennyiséggel — formalisan — egyéiielmkifejezhetk. Végezetil an elem egyensu-
lyara ad dimenziéban éppend egyensulyi egyenlet irhatd fol. Azaz maga a fdladigebrai értelem-
ben hatarozott. R4 kell mutatni arra, hogy az dlapat definicioszdren egyensulyi, és bélrok
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kezdeti értékeit nem hatarozzuk meg, Ugy is fogalatmank, hogy nincsenek, vagy ha vannak is,
maga a rendszer a kiindulé allapot eltolddasasdes esirél nem képes szamot adni.

Megjegyzések.

A két vonzo, illetve taszitd elem kozotti kolcsotdsa eb explicit formaban vald kifejezését tovabbi
vonzo, illetve taszitd elemek — atomok és molekulgddenléte, nem teszi leléee. Ezért csak kozeli-
t6, numerikus modszerek allnak a rendelkezésre. @ kizetelt képezhet az a modell, amelyben csak
a kozvetlenlll a szomszédos elemek kozoétti kapastolatsszik figyelembe. Ez nem csorbitja azt a
tényt, hogy n elem esetén dsszeseismeretlen kinematikai mennyiség és annak megbzdaarand
egyensulyi egyenlet irhat6 fol.

Az egyes elemek rbgzitésére vonatkozd ,peremfédiéteesetén a kinematikai szabadsagfoko(ka)t
.Kicseréljuk” dinamikai szabadsagfok(ok)ra: valaypnghnyul eltolédas ,letiltasa”, ,gatlasa” egyenér-
tékii azzal, hogy annak értéketsgjuk (rendszerint nullat), e helyett meghatarozamad ebben az
irAnyban ébred ,kils6” er6. Amennyiben legkevesebb hat, nem egy egyeneshemss egy sikba
es, illetve nem egy egyenes-sort alkot6 ,tamasztélénezink, akkor a kibsersk nem kell, hogy
egyensulyiak legyenek, ezeket a tamaszponti reklegjgensulyozzak.

Az egyensuly — vagy ha gy tetszik a statika — gmeTgabol bevezethéta kil és a bels statikai-
lag hatarozott rendszer (,kristalyracs”) fogalmzolaa rendszerek, amelyekben a &{liletve a bel-

s6 erdk csak és kizarolag a statikai egyenletdldpyértelnien meghatarozhatdk. Az élgz az szik-
séges, hogy a tamaszok szdma éppen hat (6) legyefisodikhoz pedig az, hogy éppehbels erst
értelmezzink. (Rudszerkezeteknél ez utdbbi tobbngadlis és megvaldsithato feltétel, kristalyra-
csoknal illuzérikus ez az elvaras.)

Anyagi tulajdonsagrol, anyagi viselkedést leir6 aaggtekél a kristalyracsok ilyen modelljében nem
beszélhetiink. Amennyiben a kristalyracs (az eletopkldgiai rendje) a terhelés hatasara atrende-
zédhet, valamint két elem kozoétti kapcsolat nem péliayi, hanem iében valtozé, ha a két elem ta-
volsadganak a fuggvényében adott kapcsolétieegsznése, (] létrejétte, Ugy a klasszikus értelemben
vett rugalmas viselkedésen tul leirhatd a képlékelyas, a viszk6zus alakvaltozas és torés-szakadas
jelensége is.

2.7 Megjegyzés a deformélhat6 szilard tébtr

A deformalhaté szilard test mar egy absztrakciéatmmi-molekuléris szerkezetet megtartdé anyag
absztrakcioja; fizikailag egy, a bélszerkezetét megtartd szilard anyagot, matemadiaiz euklide-
szi tér egy résztartomanyat szokas alatta érteni.

3 AFOLYTONOSSAG ES AZ ANYAGI VISELKEDEST LEIRO EGYENETEK

3.1 A szamossag, mint a numerikus megoldas korlatja

A nagyszamu elend allé6 rendszer viselkedésébedjelzs modellek gyakorlati problémaja, hogy az
elemek szdmanak a ndvekedésével a numerikugjelzés nem hajthatd végre: az ismeretlenek sza-
manak a ndvekedésével a (rendszerint algeliiailisedris algebrai) feladat megoldasa nem kereshe
t6 meg. Oka az, hogy fizikailag az egyenletrendszegoatdasara nincs dd illetve nincs (tar)hely.
Megjegyezzik, hogy egyetemi hallgatoként még taadko hogy olyan statikailag hatarozatlan rud-
szerkezetet valasszunk, amelyben 17 ismeretlen eapket csoportositsuk szimmetrikus és
antiszimmetrikus ismeretlenekre, és a 8 és a 9retleaes algebrai egyenletrendszer gyakorlatilag
révid idén belll megoldhat6. Ugyanakkor a rudszerkezetelngagdahoz mar megtanitottak az algeb-
rai egyenletet megoldd egystgrrogramot késziteni, és (elviekben) méar a 17-gghakado ismeret-
lennel bird radszerkezet egyensulyat is meghatdkokla tiz- és szazezer ismeretlenes egyenletrend-
szert oldanak meg a szamitogépek, dd isineretlent tartalmazé egyenletrendszer mar netmasd
meg, legalabbis a megoldas lassabb, mintha megmézndéermészetben végbenieinlyamatokat.
Tovabbi nehézség, hogy a kezdeti allapot meghatasogyakorlatilag nem valésithaté meg: ha ma-
sodpercenként egy elem 6sszes kezdeti értékét meshr@nar ez is irredlis), akkor is a ¥0nasod-
perc, nagyjabol 3:-10év sziikséges az egyenletrendszer peremfeltételeimeghatarozasahoz. Gya-
korlati lehetetlenségét magyarazni nem szikséges.
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3.2 A folytonossag, mind a modellezés matematikai alapglata

3.2.1 Afizikai jelenség — makroszkopikus szinten

A kulénb6z anyagi testeket megfigyelve azt latjuk, azt tataik, hogy azok — marmint az anyagi
testek — a ks hatdsok alatt agy valtoznak meg, hogy kdzben takegobalisan, makroszkopikusan
medfigyelt jellemsi nem valtoznak meg, hétkdznapi tapasztalat alafgmonosak: nem szakadnak
szét, latszblag az anyag egyes részeinek egyitezdan, mint allapot, nem valtozik meg.

A meghajlitott deformalhaté szilard test — a rugantartomanyban — megtartja szilardsagat, méretét
kis, alakjat esetleg nagy mértékben valtoztatja.njgkorivvé hajlitott egyenes pélca hossza valto-
zatlan, alakja egyenedikorivvé valtozik.) A deforméalhaté szilard testpkékeny alakvaltozisa soran
— (proba)palca nyuljtdsa képlékeny ,nyak” kialakaldd, dréthdzas, hengerlés, képlékeny huzas
(edény készitése), kovacsolas, lemezdomboritadsanyegot folytonosnak tekintjik, mivel a képlé-
keny alakitas ékt €és utan ugyanarrél az anyagrol van sz0, aztakkoran a folytonossag nem sza-
kad meg. Rugalmas alakvaltozasnal az anyagot aditotdok egymashoz viszonyitott rendje valtozat-
lan, a képlékeny alakvéltozas és/vagy alakitasns@a atomok egymashoz viszonyitott rendje
lokdlisan megvaltozik, az atomok atrendidzek, de globalisan valtozatlan a rend. A kilédbioza-
lizalt anyagi viselkedést egyfajta egységes medkézben targyalhaté a metrika és az objektivitas
egyideji figyelembevételével, amely ésorban a deformacionak egyfajta egyértelmeghatarozasat
teszi lehatvé (lasd Fuldp és Van, 2010).

A szemcsék rendszerét eleve két nagyobb csopeartaiptt és szabad szemcsés halmazokban osztjuk
(az felosztéas ,elvét”, és a ,kotott” szakkifejeZémtalajmechanikabdl vettik kdlcson). A kotott see
csés halmazt gyakorlatilag azonositjuk a deforntélbailard testekkel, a szabad szemcsés halmaz vi-
selkedését egyes esetekben a rugalmasan deforinélikitrd testekkel. A kotott szemcsés halmazt
rendszerint rugalmasan, illetve képlékenyen deftraté szilard testnek tekintjik (alapozasi felada-
tok), de egyes esetekben, mint példaul colop leegrtbkalisan atrendéds, azaz lokalisan képlé-
kenynek, mig a fazekasok agyagat annak kikevergrse snkdbb @rii, nagy viszkozitasu folyadék-
nak. A szabad szemcsés halmazt a&iiatas jellege — a szemcsék atreddézének a tipusa —
szerint rugalmasan deformalhaté szilard testnefegaélt halmaz — a szemcsék rendje nem valtozik
sehol), képlékenyen deformalhaté szilard testneké({lsan atrendédik — pl. colop vibralasa vagy
leverése, illetve sajtolasa esetén), folyadéknelle@ mértékben atrendit halmaz, példaul silo tol-
tése és Uritése, dgezetéken vald szallitas) tekintjuk. A deformalhatdad testként vald viselkedés
esetén a folytonossagot ugy értjik, hogy a szemeggkashoz viszonyitott rendje valtozatlan, az at-
rendesddéssel jard viselkedés soran a rend lokdlis vadtzeartjuk szem étt, és a folytonossagot
agy értelmezzik, hogy a szemcsék tovabbra is szkkelsérintkeznek, legfeljebb nem azzal a szem-
csével, amivel a kidshatas ditt érintkezett. A folytonossagnak ez a szemlélétsimezése az, ami

az agyag keverése (gyurasa) és szemcsehalmaz étiabnesetén a folytonossagot megtestesiti. A
kétféle halmaz felfoghat6é egyfajta ,halmazallapotkéa ketth kdzotti atmenet leirdsara valtozatos
fegyvertarat felvonultaté éfeszitések torténnek. Lasd pl. Kunyin, 1975., Lar(@006., 2007.,
2010a), Takechi et al., (2011.

A folyadékot 6nthetjuk, kavarhatjuk, edéijdedénybe o&rendszeren keresztil atvihetjuldt,ski-
sebb-nagyobb részét kivéve &lel majd visszatoltve a folyadék nem valtozik, edsgymassal érint-
kezve folytonos kézeg képét nyujtjak.

A gazokrdl ismert, hogy abban a gazt alkotd rédadcgatomok és/vagy molekuldk) nincsenek érint-
kezésben, csak egy-egy pillanatra érintkeznek, sregzemléletiink szerint a gaz valamilyen értelem-
ben folytonos: a gazt alkotd részecskék ,folytomspontosabban kézel azonos eloszlasban toltik ki
a — gaz, mint kozeg altal elfoglalt — teret, nimedebenne olyan térrészek, amely@ideljes mérték-
ben hianyoznak a gazt alkotd részecskék.

Megjegyezzik, hogy a folytonossagot érzékszerveitdpjan ,értelmezzik”, az anyag atomi-
molekularis szerkezitfelépitésének a létezését fizikai kisérletdékbanuljuk meg”.

Ré& kell mutatni arra, hogy a folytonossagnak kutadh,szintjeit” értelmezzik, mégis minden eset-
ben ugyanazt a kifejezést — ,folytonossag” — hagzkalUgyanakkor a folytonossag melletti érvelés
soran mar jeleztik, hogy az egyes folytonossagok awonos ,jelletiek”. A tovabbiakban megvizs-
galjuk, hogy a folytonossagra a matematikaban mifpgalom all rendelkezésre.

3.2.2 Matematikai értelmezés

A folytonossag matematikailag — pontosabban topaildg — Ggy foghaté meg, hogy a leképezés
elétt kozel fekw pontok a leképezés utan is kozel fekszenek.

254



Anyagtorvények

A kdzelséget, pontosabban tavolsagot a metrikimeteszokas értelmezni. A tavolsag Iéhétteszi
mind a kdzelség, mind a folytonossag értelmezéskitrgy- és képtérben értelmezett metrika alapjan a
folytonossagot éppen az adja meg, hogy a targytekbeel fekwé pontok képe a képtérben is kodzel
fekszik. (A klasszikus$ —¢ ,kalkulus”.)

A topoldgiai tér értelmezésének egyik mozgatd ragfpen az volt, hogy a metrikus térben értelme-
zett, a metrikan alapul6 kozelséget, folytonossé&gadifferencialhatésagot ugy vigye at ponthalmaz-
ra, hogy abban a metrika bevezetésére ne legyésézUA metrikus térben a metrika az, amely segit-
ségével kornyezetet értelmeznek, majd a nyilt tgdlezart) halmazok segitségével a kornyezet
fogalméat Ujraértelmezik. A kdrnyezet fogalma azebma ,kdzelséget”, azaz az egymashoz valo tar-
tozast rogziti. Ez a kézelség nem egyéerrazt mondja meg, hogy a pontok — metrikus értedsm-
kdzel vannak, hanem, hogy egyfajta rendjik vane@gmashoz viszonyitott elrendezésik rdgzitett,
ezen a leképezés nem valtoztat.

A ponthalmazok esetén topolégiai térakkor beszélink, ha adott a topoldgia, azaz asintden
pontnak az 6sszes kornyezete. A rendet a kdrnyezeabjak meg. A topoldgiai vizsgalédasok azt
mutatjak, hogy a valdés szamok halmazan bevezeattdatahcidlhatosag akkor értelmeztietgy topo-
|6giai téren, ha a topoldgia néhany tovabbi feltésekielégit. Példaul a pontokra vonatkoz6 szamos
ségot és a pontoknak kornyezetekkel tditgrétvalaszthatosagat. (Csaszar, 1970, 1983)

A topoldgia altaldban homogén a szénak abban elm@ben, hogy amilyen lokalisan, olyan globali-
san a ponthalmaz. A valés anyagok viszont ¢ltéselkedés mutatnak lokalisan és globalisan. Min-
tegy kilonbo# kdrnyezet és kilonbdzopologiai rendek értelmezlédtaz anyag fizikai viselkedése
soran.

3.2.3. Az anyagi viselkedés folytonossaga az adigaggrétségének a figgvényében

Az anyagok kulénbdg fizikai viselkedésnek okat az anyagi szerkezethiibd szinti értelmezett
topologiai rendjének a megmaradasaval, illetvendéie@désével kivanjuk magyarazni.

A fizikai jelenségeknek a folytonossag szempontj&add részletesebb vizsgalatat, illetve jellemtésé
lasd Lamer (2003).

A kovetked tablazatban dsszefoglaljuk az alakvaltozasok-de®dések és a beigtopoldgiai rend
megmaradasa kozotti dsszefliggéseket.

Anyagfajta A topoldgiai rend A rend valtozasa
Szilard

struktirajat megtartja van megmarad

Képlékeny folyas van a szemcsék rgndje megmarad, azon

beliil valtozik
tésztadagasztas van nem marad meg
fps . . széliranyban megmarad, gorbilete
. van (szaliranyban és szalgk = . . e M
gumi k6z6tt) valtozik, a sza]gk Ifogott megBEk és
Gjraépul

Szemcsehalmaz

nem egyensulyozhaté érintkezésen alapuld atrédiez

egyensulyozhat6

érintkezésen alapulé

az érintkezési rend megmarad, és b
az egyensulyba

eall

befesziilt érintkezésen alapulé megmarad
Folyadék

0 van megmarad

1 hosszu tava véltozik

0 nincs a nincs ,megmarad”
Gaznen# nincs a nincs ,megmarad”

Anyagi struktira minden szintjén folytonos viselkstlegy és csak egy anyagi tulajdonsag tikrozi
vissza. Ez a rugalmas viselkedés: ez az az anysglkedés, amely esetén az atomok és molekulak
egymashoz viszonyitott rendje valtozatlan. A téahyagi viselkedés mar nem folytonos, atredeez
déssel jar, idetartozik az 6sszes folyassal jelka® (képlékeny és viszkozus) alakvaltozdsok és a
szemcsehalmazok atrenddegsei, a toréselméletek, a diszlokaciok (és disa&iok) elmélete.

Megjegyezzik, hogy a fenti megallapitas nem mirfdskai jelenséget tikréz vissza pontosan: a kris-
talyracsok optikai rezgése esetén a topoldgiai edvioben megmarad, de az atomok nem kollektiv, ha-
nem egyedi rezgést végeznek. Ekkor a mozgasrakamtatopoldgiai rend lokalisan ,sérul”.

25¢



Lamer

3.2.4 A folytonossag ,kévetkezménye”

Az anyag bels strukturaltsaganak ,szétkenése”, azaz annak é&déizése, hogy mind az anyag, mind
az anyag leképezése folytonos, lékétteszi, hogy az anyagot alkoté elemek szamoséhfgitadd
matematikai nehézségeket lekizdjuk. Ugyanis netnkielden egyes, az anyagot alkot6 szemcse al-
lapotat egymastdl fliggetlendl vizsgalni, ha ismernghany valamely részecske allapotat, allapotval-
tozasat, akkor a részecske kodzvetlen szomszédsaabaészecskeék allapota, allapotvaltozasa meg-
adhaté az ébbi részecske allapotat, allapotvaltozasat leir@émmorba fejtésével. A kapcsolat
értelemszdien lokalisan érvényes és differencialis.

Ugy fogalmazhatunk, hogy a folytonossag, mint agagntest jellemédje, meghatarozza, hogy a ko-
zegben a valtozas differencialis legyen, ezértsszéfliggések differencidlisak, az egyenletek pedig
differencialegyenletek. Folytonos kézegben ez elenti, hogy az ismeretlenek nééz — jellemezzék
azok a kozeget kinematikailag vagy dinamikailagonatkoz6 6sszefiiggések parcialis differencial-
(vagy matematikailag azzal analog integrél-) kifégek lesznek, illetve az egyensulyra (mozgéasra)
vonatkozé osszefliggések parcialis differencialelggek (vagy matematikailag azzal analdg integrél-
egyenletek) form4jaban irhatok fol.

Az egyenlet egyéb strukturajat a topoldgiai rendyeatkozd tovabbi tulajdonsagok hatarozzak meg.
Erre ké$bb, a meé kisimitasanak a vizsgalata soran tériink vissza.

3.3 Az egyensuly

3.3.1 A bel§ erck

A belss esk értelmezésénél az anyagi pont esetében beveggtédigalmat tartjuk szem é&tt. Mivel

a folytonos kdzegben az ,anyagi pont” — a geometrialmében vett pont — tdmeg nélkili, és tdmege
a kbzeg csak egy véges térfogatl részének van, azé@nyagi ponthoz &rrendelni logikailag nem
megalapozott. Bt szintén a kézeg csak egy véges térfogatl rész@berosabban a véges térfogat
véges mértédk pereméhez lehet logikailag megalapozottan hozdétein Az elv azonos a tdmeg és a
siriiség kapcsolatahoz. Ez utobbi esetben, a pontbalmérzik a &tiséget, de tdmege csak véges
térfogatnak van. Az éresetében, az &rsiriiségét” értelmezzek ugy, hogy annak egy véges felille
vett integralja adja meg a fellleten hatévektor hdrom komponensének a nagysagat. Mivel egy
pontban harom flggetlen sik értelmeshetzért az ér,striisége” a hdromszor harom komponeitsb
alkotott feszlltségtenzor.

3.3.2 Az egyensulyi egyenletek

Az egyensulyi egyenletek értelmezésénél az anyagi pgyensulyara vonatkoz6 6sszefliggéslekb
indulunk ki: az egyensuly feltétele, hogy az anyamitra hat6 €k vetlleti egyenletei teljesiljenek.
Ugyanakkor a folytonos kdzegben az egyensuly fdlétnem egy anyagi pontra, hanem a kozeg egy
véges térfogatl részére fogalmazzuk meg. Ennek alsadban forgd 8k nem feltétlen centralisak,
ezért szilkség van a nyomatéki egyenletekre is yansgly fenndllasahoz. (Ez utébbi egyenletek tel-
jesulésének a kdvetkezménye, hogy a feszlltségtenzometrikus.)

A haromdimenziés esetben a feszlltségtenzor kiemére hat (6) egyensulyi egyenlet irhato fel,
ezért a feladat statikailag hatarozatlan. (A ny@hkiaegyenletek figyelembevétele esetén a hat (6)
flggetlen komponensére harom vetileti egyenletdrfed.)

Roéviden ugy fogalmazhatunk, hogy a folytonos madietitas kévetkezménye, hogy a feladat statikai-
lag eleve hatarozatlan, a test egyensulyat csangag viselkedésének a figyelembe vételével lehet
meghatérozni.

3.3.3 A statikailag hatarozott folytonos rendszefkk

A haromdimenzids feladat statikailag hatarozatMagmutathatd, hogy a dimenziészamtél és a vizs-
galt altér gorbuletét fiigg a statikai hatarozottsdg és hatarozatlansag.

Kétdimenzids feladat esetében a fesziltségtenzop&nenseinek a szdma kétszer&edz egyensu-

lyi egyenletek szdma harom. Ha az altér sik — eetve tarcsa fogalmahoz —, akkor a feladat statikai
lag hatarozatlan. Ha az altér gorbilt — ez veazeembranhéjak és a ponyva fogalmaihoz —, akkor az
altér érinésikjara metleges iranyban egy tovabbi vetlileti egyenlet irHfatba rendszert statikailag
hatarozotta valik. (Itt utalunk vissza, hogy taresetén az ériésikbdl nem ,térnek ki” a betsersk,
ezért a tarcsa sikjara nbges iranyban a vetileti egyenlet automatikuskesid.)
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Egydimenzids esetben a dimenziészam és az egyérgybnletek szdma megegyezik.

Megjegyezzik, hogy a haromdimenzids térben a vizgkgtdimenzids” és ,egydimenzios” elméletek
valgjadban haromdimenziés elméletek, amelyekben lbagszamot redukaltuk, lasd Lamgr990,
1992-93).

3.3.4 A kinematikai oldal: eltolodas, elfordulagakvaltozas

A statikai hatarozatlansag miatt az egyensulyi elptérendszer) egyértelian nem oldhaté meg. Az
egyértelni megoldasahoz a test alakjanak megvaltozasairakautakorlatozasokat figyelembe kell
venni.

Egy test alakjdnak megvaltozasait leirhatjuk a pesttjainak eltolédasaval, valamint a folytonos ké-
zeg elfordulasaval és alakvaltozasaval. Az eltdbdétest minden egyes pontjahoz hozzarendeljik,
szinte egyérteliin analogonja az anyagi pont eltolodasanak. Az elfdst és az alakvaltozast egy
pontban nem értelmezhetjik. Pontosabban a testggpontjdhoz kivanjuk kétni, de geometriai ér-
telmezéshez nem elégséges egy pont, hanem — digégrenzor bevezetéséhez hasonléan — sziksé-
ges a test egy véges térfogatat vizsgalni. Az élfidis esetében azért, mert a forgas a merev test eg
sajatos eltolédasmezeje: az elfordulas dnek van egy olyan tengelye, amelyre nézve az elolagd
mez minden eleme éppen a tengelyre dleges sikban fekszik, a tengelyre tleges és a tengetijt

vett thvolsaggal aranyos a nagysaga. (Megjegyetmidy a kontinuummechanikdban megkulénboz-
tetjik egy irany és egy pont kérnyezetének az @lfidisat.) Az alakvaltozas esetén pedig azért, mert
maganak az alaknak a megvaltozdsat nem egy portiaaem a pontot magaban foglaldé kismiéret
téglatesten értelmezzik, mint a téglatest nyl@saizogtorzulasat.

Az eltolodasmeih6z harom ismeretlen mennyiséget, az eltolédaswékio®)) harom komponensét
rendeljik. Az alakvaltozasi mélzdz az elemi téglatest harom nyulasat, és a té&glstemszédos lap-
jainak egymassal bezart szogének a megvaltozasdeljgk. Ezek egyuttesen egy haromszor harom
mérefi tenzort alkotnak, amely szimmetrikus, igy tovabht (6) ismeretlen mennyiséget vezettink
be. Az alakvaltozas-eltolédas dsszefliggések hats®efiiggést jelentenek, az alakvaltozasirher

(6) (fuggetlen) komponensét fejezzik ki az eltoBidé®d harom komponensével. (Csak kis alakval-
tozasra, lasd Lamer (1985, 1990, 1992-93a).

Osszességében gy all a helyzet, hogy a kinematittal figyelembe vételéhez kilenc (j mennyiséget
vezettlnk be, de kozéttik csak hat (6) 6sszefuggédisk fol. Az 6sszefliggések azzal jellemedket
hogy egyik iranyban ,hatarozottak”, azaz az eltéak ismeretében az alakvaltozadsok egyéfiehm
hatarozhatok meg, de forditva nem: az alakvaltdz#suoertében az eltolédasvektorok egyértedm
nem hatarozhatok meg. Az egyértésag biztositasadhoz teljestlnitk kell az 6sszeféddefi (integ-
ralhatosagi) feltételeknek. Csak utalunk arra, hagydsszeférhéségi egyenletek szama hat (6), de
harom elegentllenne. Ez a Shouthwell-paradoxon, feloldasat, ldsder (1992).

Végezetll ra kell mutatni arra is, hogy 6nmagab&mamatikai oldal vizsgalata nem visz kdzelebb
az egyensuly meghatarozasahoz, sziikség van agwaha@tféle egyenletrendszert 6sszekapcsoljuk.

3.3.5 Az anyagi viselkedést leir6 egyenletiekr

A folytonossagon alapulé modell statikailag hatattan. A kinematikai oldal 6hmagéaban a rendszer
hatarozottsagat nem csokkentit adveli. Ugyanakkor mind a bél®rket, mind az alakvaltozasokat
jellemzs matematikai objektum azonos struktlraju, ezéndhatd, hogy a két széban forgé objek-
tum — a feszlltségi és az alakvaltozasi tenzorokgamensei — kdzott egyérteinmegfeleltetést tu-
dunk létrehozni, akkor a rendszerink — algebral@énben — hatarozott lesz, aikibtt (peremérték-)
feladat egyérteliren megoldhato lesz.

A fentiekben ramutattunk arra, hogy az anyagi Wsaéést leird6 egyenletek alkalmazasanak sziksé-
gessége a folytonossag hipotézisén alapul.

3.4 A me3d kisimitdsa, avagy a diszkrét jelenségek modekeimdgtonos meikkel

Jelen bekezdés kit&ramennyiben arra mutatunk ré, hogy sorfejtés e# kisimitasa rokon fogal-
mak, Lamer (2006, 2007, 2008., 2010a). Egyuttalmegtjuk, hogy a folytonos modell hogyan tehe-
t6 alkalmassa egyes diszkrét jelenségek modellezéskgiegyezzik, hogy jelen gondolatkérben a
folytonossagot tartjuk szeméd, ugyanakkor az atlagokkal is értelme#kainezk, tdbbnyire folyto-
nos me#k.
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Elsének arra mutatunk ra, hogy a haromdimenzids tédggrtéglateste vizsgalva négy homogén alak-
valtozasi és ezzel egyltt négy homogén feszultdégotot szokds megkulonboztetni. Ezek a kdvet-
kezok. A hlzas-nyomas, tiszta nyiras, hajlitd nyomatdiozza tartozé hajlitasi nyiréeel, és csava-

ré nyomaték. Megjegyezzik, hogy a hluzast-nyomastiszsa nyirast rendszerint harom-harom
irAnyban értelmezzik, hajlitAst és csavarast dravidsebb iranyban. A rddelméletben két hajlitasi és
egy csavarasi allapot, a héjelméletben (és a ldmélatben) két hajlitasi allapot 1ép(het) fel. Adra
elméletben a hajlitas allapot a hajlitd nyomatésoa hajlitasi nyiréét foglalja magaban, a csavarasi
allapot csak a csavardé nyomatékot. A héjelméletbéajlitasi allapot magaba foglalja a hajlité nyo-
matékot, a hajlitasi nyiréér és a csavardé nyomatékot. Onallé csavarasi allagot Iétezik. Megje-
gyezzik, hogy a kétféle modellben (a haromvaltaafepot két-, illetve egyvaltozds kdzelitésében)
mas és mas nyirofesziiltség-eloszlas adja meg arésayomatékot.

Ezt koveben attekintjuk a mégzkisimitasara és a diszkrét jelenségek modellegés@ratkozd mate-
matikai lehebségeinket.

Egy kristalyracs diszkrét értelmezési tartomanyapatfliggvényeit sorba fejtve egy 2x2x2 elemén, a
folytonos modellel analdg fizikai tartalom feletet® meg nekik (Lamer 2006., 2008., 2010a). A tdbb
elemtdl all6 rendszerek mar olyan konfiguracidkat szda@lak, amelyek a folytonos modellben mar
nem értelmezhék. A kollektiv mozgasnak megfetekonfiguraciok adjak a (klasszikus) kontinuum
modelljét, folytonos viselkedés leirdsra alkalmaglellt nyeriink. A nem kollektiv, azaz diszkrét kon-
figuracidk adjak racskontinuum modelljét, az egyedidiszkért rendszer leirasara alkalmas modelit
nyerink. El§sorban akusztikus rezgések leirasara lesz alkadnmasdell. Megjegyezziik, hogy for-
malisan parcidlis differencialegyenleteket nyeriak, egyenlet rendjének a szama megduplazodik,
éppen a sorfejtés miatt (Kunyin, 1975.).

A sulyvonalra, illetve kozépfellletre felépitetdrilletve héjelmélet egyensulyara vonatkozé egyen
letek rendje megduplazadik, mivel az egyenletekigyelembe vesszik a koordinatarendszer &rint
vektorait, amely a vizsgalt altéren értelmezettéviektorokkal fejezhéik ki. Ez az 6sszefliggés mar
egy parcialis derivalast tartalmaz, ezértnmeg az egyenlet rendjének a szama.

A haromdimenzios feladatoknak sorfejtésén alaplith és héjelméleteiben olyan hiefesziltségel-
oszlasokat értelmezink, amelyeket nem tudunk okaitdiguracioként értelmezni, azaz nem tudunk
a haromdimenzids allapotra vonatkozé ,elemi” alkkgat értelmezni. Ezt ugy értelmezhetjik, hogy a
fenti hat (6) alakvaltozasi-feszlltségi part mety@magasabb refichyomaték fogalmat vezetjuk be,
és megadjuk annak a sorfejtésen alapuld értelmefpséAntman, 1972, Naghdi, 1972, Vékua,
1978).

A haromdimenziés térbe (de alacsonyabb dimenziégb&iasonld a helyzet) a mozaikmdodszer eseté-
ben az érintkgzlapokon a kilénbdzmedk folytonossagat,d, differencialhatésagat meg kell kbve-
telni ahhoz, hogy a nyert kézélinegoldas a folytonosséag feltételét elégitse kizalkként — a bazis-
fliggvények értelmezési tartomanyaként — a tégkitestiasztva az eltolédasnéézés a feszlltségi
medkre vonatkozé ,bazisfuggvények” kozil egyeseknekaad a folytonos modellben megszokott
Jizikai tartalom” (mint pl. eltolédas, elfordulagitizas-nyomas, hajlitas stb.), dedketltérs tarto-
manyra osztas, valamint magasabb tefulytonossag megkovetelése esetén a bazisflggkénge

ma messze meghaladja azt a szamot, amelyhez fjkédlagos tartalom lenne kotléetEgyszeiien a
sorfejtés soran alkalmazott bazisfuggvéngekeszélhetink.

A diszkrét viselkedés, strukturdlt bélseendszer — etsorban szemcsézettség — esetén, intuitiv médon
levezetett folytonos modellt szokas alkalmazni. @matematikai alapja, hogy a folytonossag kifeje-
zéséhez nem csak azéetiifferencialt, hanem a masodik, netan a magas#fdrahcialt is figyelem-

be veszik. Megjegyezzik, hogy a magasabb diffeédoiciesetében megkisérelték az allapotokat a
fentebb mar emlitett hat (6) elemi allapot mintajértelmezni, de korabban mar emlitet értelmezési
nehézségekkel kellett szembe nézni.

Végezetll utalunk még egy érdekes tényre. A kigédrlegfogalmazasban hat (6) elemi alakvaltozasra
€s a hozza tartozd hat (6) elemi fesziltségallapt@irom hldzas-nyomas és harom tiszta nyiras) vo-
natkozdan vannak kisérleti vizsgalati léfséigek és eredmények. A masodik hatra vonatkoz@&jli (h
tas és csavaras) is ertelmede#tkisérleti lehdiségek, de a ra vonatkozo6 anyagi alladokat dztels

(6) kisérletlél egyértelnien meghatarozott allandokkal 6sszhangban mékhet (Es forditva, a ma-
sodik hatbol nyerhétanyagi allanddkat éppenséggel a®d dlatban értelmezett anyagi allandék meg-
hatarozasara alkalmazzuk, lasd kilonds tekintattedavarasi allandé meghatarozaséat.) Ugyanakkor a
magasabb reridelméletekre vonatkozé szakirodalombdl ismert, hagybb tucat, netan tdbb szaz
anyagi allandé meghatarozasahoz nem szikségegucdh illetve tobb szaz fuggetlen kisérletet el-
vezni, mert azok a sorfejtés modszétddvetkeden sorfejtéstl adddnak (Kunyin, 1975). A kisérle-

ti vizsgalodasok ezt messzenien igazoltak, mivel a sorfejtéssel nyeth@tiilonbdzd nyomatéki, di-
rektor- €és magasabb rénkontinuum-) elméletek keretén belll anyagi allatdkem sikerdlt kimérni
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(Eringen 1970, 1998; Nowackij, 1970). Ennek okanraekisérletek hianyossagaiban, hanem az elmé-
leti eredmények hattérbe szorulasaban véljik felfad
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