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Az anyagi viselkedés folytonos és diszkrét modébének kérdései

Lamer Géza
DE MK Epitészmérnoki Tanszékmer@lamer_es_lamer_kft.hglamer@mfk.unideb.hu

OSSZEFOGLALAS: A tanulmanyban az anyagi viselkedés folytonosliégkrét modellezésének
kérdéseit tekintjuk at. Ezen belll foglalkozunkaamyagi viselkedés kilonbéZormaival, mint példa-

ul a szemcsehalmazok atrendldese, a szilard testek rugalmas alakvaltozasackeépy és viszkdzus
folyasa. Megmutatjuk egyrészt, hogy a diszkrét szmhalmazban nem alakvaltozas, hanem atrende-
z6dés megy végbe, masrészt, hogy mivel a szilardibeh végbeménalakvaltozas értelmezéséhez a
leképezés folytonossagat, a metrikus tenzor lététazzik fel, ezért a kilonkd#olyas tipusu alak-
valtozasok, a nagy rugalmas alakvaltozasok ésrandaddéssel végbeméralakvaltozasok a foly-
tonos alakvaltozas fogalmaval nincsenek 6sszhangbazemcsehalmazok esetében megmutatjuk,
hogy a két- (sikbeli feladatok), illetve harompan(térbeli feladatok) feltAmaszkodas hipotézisedeh
téséget ad a szemcsehalmaz egyensulyi allapotanagghatarozasara, ezen belll az atrepuiez
nyomon kovetésére.

Kulcsszavakatrendeédés, folytonos alakvaltozas, anyagegyenletek, landsi efk, fesziltségek
1 BEVEZETES

Az anyag folytonos és diszkrét modellezésének katiai és a dinamikai kérdései [Lamer 2006a,
2007b] utan figyelminket az anyagmodellekre foullitjelen tanulmanyban az anyagtulajdonsagokat
és matematikai modelljeiket.

A testek mechanikai kdlcsonhatas vagy &igghatas alatt megvaltoztatjak az alakjukat. Az alak-
nak ez a megvaltozasa fligg a kdlcsOnhatas, illEtwhatas jellegél, a test alakjatol, azoktdl a fel-
tételek6l, ahogyan a kélcsonhatas, illetvéleatas éri a testet, és flgg a testet alkoté anylaglon-
ségaitol. Rogzitett jelleg, alak és feltételek ettlh kilonbod testek alakja megvaltozasanak csak az
anyagtél val6 fuggéseét tekinthetjik az anyag taaghganak. Az anyagi tulajdonsagokat tébbnyire
anyagi allanddék formajaban rogzitjik. Ahogyan ackéhhatést, illetve az d&@ratast, valamint az alak
megvaltozadsat matematikai fogalmakkal modellezZigly, az anyagi tulajdonsagokat is matematikai
fogalmakkal kivanjuk leirni. E leiras egyenletekidténik. Az egyenleteket tekintjik az anyagegyen-
leteknek, vagy az anyagtorvényeknek.

A tanulmany célkiizése az anyagi tulajdonsagok attekintése. Az atiestiez a mérnoki gyakor-
lathoz kdzelebb &ll6 médot valasztunk: korilirjukanyagi viselkedést. Amennyire lehet, megadjuk
az atomi-molekularis szinten végbentenbrténéseket-valtozasokat, ha nem is a kvantumaméidn
nyelvén, de legaldbb kvantitativan. A tanulmanybham képleteket kivanunk megadni, az ¢sszefig-
géseket inkabb kordlirjuk vagy egy-egy grafikonoatatjuk azt be. Néhany dsszefliggést felirunk, de
azokat is abra megnevezéssel tesszik kdzzé.

A tanulmanyban rendszeresen fogjuk hasznalni amadieai modell kifejezést. Ez alatt é&orban
matematikai struktarat vagy matematikai tulajdommsdggunk érteni, mint példaul a topolégia vagy a
metrika, illetve a folytonossag és a diszkrétségnktét matematikai modell nem adunk meg, legfel-
jebb korulirjuk.

Végil ra kell mutatnia arra, hogy az anyagtorvénygegyalasat mar vagy jé otven évvel étels
tébb elv figyelembevételéhez kotottek: az anyagektvitas elve, a determinizmus elve a fesziltség-
re, a lokalis hatas elve, valamint, hogy az anyaétiyek nem lehetnek ellentmondasban a termodi-
namika elveivel. Mara a termodinamika nem egyszemint ,korlat” szerepel az anyagegyenletek
alkalmazasaban, hanem termodinamikdn belll az mapddukcidé elve egyenesen az az eszkoz,
amelynek a segitségével meghatarozhatok az anyagetgk, és a masodilitétel az a feltétel,
amely meghatarozza az anyagi allanddk kozotti kaptakat €s az anyagi allandok szamézetéke-
inek a korlatjait.
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A jelen tanulmanyban ezeket az elveket ismertnedeZzik fel (lasd pl. [Tuesdell és Noll, 1965],
[Verhas, 1985], tovabba az anyagtorvényeket mindeinmérnoki gyakorlat szerint mint az alakval-
tozas és a fesziltség kozotti kapcsolatot tekingigkértelmezéséhez fizikai jelenségeket és fikikai
sérleteket tekintiink. Az anyagtdrvényekre vonatkkadatozasoknak termodinamikai megfontola-
sokra alapozott vizsgalata kivil esik a tanulmaengtein.

2 AZ ANYAGOK FIZIKAI VISELKEDESE

2.1 A négy test és altalanos jellemzeésik

Az anyagok allapotanak jellemzéséresaBrséklet valtozasa szerint harom halmazallapotégre-

mii, folyadék és szilard — szokas megkilonboztetnekErz egylttal szokas testeknek is nevezni. Az
anyagok allapotanak jellemzésére mechanikai kohat@issal vagy kidsershatassal szembeni visel-
kedés szerint — mint arra korabban rdmutattunk grag®05a, 2006a], — négy testet kell megkulon-
bdztetni: a fentebb emlitetteken kivil a szemcsehal vagy szemcsés testet is. A szemcsés testet a
folyadék és a szilard test ,kozottinek” tekintjikz egyes anyagi testek viselkedésének a jellemzését
is megadtuk korabban, lasd ugyanott. Itt csak €ividttekintjik az egyes anyagi testek néhany jel-
legzetes mechanikai viselkedéseét.

A gaz kitdlti a rendelkezésre allo teret. A folyldégravitacio irdnya szerint a legmélyebb ponton
gyillik 6ssze, csak edényben tarthaté és felveszi aanakakjat. A szemcsehalmaz gravitacios térben,
egy sik fellleten, kup alakot vesz fel. A szildedtttetséleges alakot vehet fel és azt a gravitacio ha-
tasa alatt is megtartja.

A gazra koncentralt ével hatni nem lehet, a folyadékra sem, a szemcsetzahtrendedik, a szi-
lard test merev testként mozdul el.

A gazba, a folyadékba nem lehet lyukat farni, édkm mindketh ,széttolhaté” és lehet benniik
kozlekedni. A szemcsehalmazba sem lehet lyukati,fés hidba toljuk szét vagy tavolitjuk el az
anyagot, a szemcsés kbdzegben alagut nem kégzi8mard testben alagut farhaté, a lyuk az anyag
eltavolitdsa aran készitbetl, a lyuk stabil ,alakzat”.

A gazban rdzas — marmint a gazt tartalmazé edé@ajatjuk — hatasara nem toérténik semmi emli-
tésre érdemes, a folyadékban és a szemcsehalmanesie#dése jon Iétre, szemcsehalmazban
egyedi jelenség — pl. befeszilés — alakulhat lgzikard test razas hatasara merev testként visklked

A géazt, a folyadékot és a szemcsehalmazt hajtogetmi lehet, ezek a feladatok egysieer nem
értelmezhdtek. A szilard halmazallapott fémek tulnyomo téblesBgjtogathatd. A szilard halmazal-
lapotu anyagok doattébbsége nem hajtogathatd, hajtogatas hatasaektor

A gazneni testet nem lehet onteni, a folyékony és a szentestHnthdt. A szilard test merev
testként csuszik vagy gurul. A fenti kategorikusgltapitasok nem pontosan fedik a valésagot: a k-
[6ndsen nagyistisédi gazok (lassan) dnthit, a kiléndsen nagy bélsurlddassal rendelkéZolya-
dékok nyugalomban szilard testként, az edényt magddfolyadékként viselkednek, a rugalmas fo-
lyadéknak nevezett gélek, vagy hosszUszalu székolalddl allé testek onthét, de a
folyadékokkal ellentétben a kidthsugar elvaghato, és a vagas feletti rész a rugalestekre jellem-
zéen visszaugrik az edénybe. Megemlitjuk még, hodglymdékok igen nagy sebesgélgehatassal
szemben szilard testként viselkednek (pl. kacskadiecsal a viz felszinén, |[6vedék becsapddéasa fo-
lyadékkal telt edénybe). Végzetll emlékeztetiink,arogy szilard testek nagy nyomas alatt folynak.

2.2 Az alak megvaltozasa: fizikai hattér és matematikadell

A testek mechanikai kdlcsonhatas vagy &ldsohatas alatt megvaltoztatjdk az alakjukat. Ennek az
egyszeti megallapitasnak két oldala van. Az egyik, hogwkak megvaltozdsanak a tényét latit, s
mérni kell. Ezt agy is megfogalmazhatjuk, hogy Ekanegvaltozasanak régzitéséhez a vizsgalt tes-
tinket, még inkabb azt a teret, amelyben a vizsgaligik, mérésre alkalmas matematikai modellel,
metrikaval kell ellatni. A masik oldala pedig andy az alak megvaltozadsa az anyagdeierkezete
megvaltozasaval van kapcsolatban. Ez a megvaltarétozodhat az egymas szomszédsagabdn lév
atomok és/vagy molekulak kozotti tAvolsag megvdisdza, de magaba foglalhatja azt is, hogy az
egymas szomszédsagabarvlatomok és/vagy molekulak elkertlnek egymas szodssggabol, €s vi-
szont, a korabban nem szomszédos atomok és/vagkuhik szomszédossa valhatnak. Ennek kap-
csan fel kell hivni a figyelmet arra, hogy a ga#ska folyadékok esetében a szomszédossagi viszony
folyamatosan valtozik, mindemellett a gazt vagylgddékot tartalmazo edény alakja, és igy a gaz-
nemi, vagy folyékony test alakja is valtozatlan. A &tf valtozas kozotti kilonbséget a topoldgia
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nyelvén fogalmazhatjuk meg [Lamer 2003a, 2006a&ppmlogiai rend valtozatlan vagy a topoldgiai
rend megvaltozik.

Egy test alakjanak az egymas szomszédsagabératémok és/vagy molekulak kozotti tavolsag
megvaltozasaval létrejévmegvaltozasat alakvaltozasnak fogjuk nevezni. Emoean az anyag béls
szerkezetében a topoldgiai rend valtozatlan. Hdpgzidi kivanjuk, hogy ebben az esetbenjetzl-
kil alkalmazzuk az ,alakvaltozas” terminologiateile célszdmek tinik a folytonos jeld hasznala-
ta: ,folytonos alakvaltozas”.

Egy testen belll az egymas szomszédsagabdnalémok és/vagy molekulak, illetve szemcsék
szomszédossdagi viszonyainak a megvaltozasat améetnek fogjuk nevezni. Ennek soran az anyag
bels szerkezetében a topoldgiai rend megvaltozik.

Az atrendeédés alapvéien kétféle lehet. Az atrendidés helyredllhat a kilshatas megsntével,
illetve a kil$ hatds megsintét kéveben az eredeti rend nem all helyre.

Az elssre példa a hosszulancu szénmolekulak masodlagéséifiek at-, illetve visszarendegse.
Ez torténik a rugalmas gumibol késziilt testek d@lalik nagymértédkmegvaltozasa soran. Az alakval-
tozas kifejezést ebben az esetbersj@k egészitjik ki, és specialisan ,hagy rugalmagwaltozasok-
rél” fogunk beszélni.

A masodikra példa a fémek képlékeny megmunkaladsszta dagasztasa, az agyag gydarasa. Mind-
harom esetben ,folyas tipusu alakvaltozas” kifege4égjuk alkalmazni. Az alak megvaltozasanak a
megindulasahoz a bélersknek egy hatart kell elérni. Ennek okan szokaséémiy folyasrol beszél-
ni.

A szemcsehalmaz alakjanak a megvaltozasa atrédésezel jon Iétre. Hasznalni fogjuk az ,atren-
deddéssel létrejott alakvaltozas” kifejezést is. Armzeehalmaznak létezik olyan atrenthbzse,
hogy tobb, egymastdl fliggetlen kisebb részre, ne¢dm érintke& szemcsék halmazara esik szét.

A fentebb bevezetett terminolégidval a nyugalomigas — pontosabban a makroszkopikus érte-
lemben annak tekintett — gdzokban és a folyadékoklzaatomok és/vagy molekulak folyamatosan éat-
rendesddnek. Mint emlitettik, ez nem jar a test alakjaaakegvaltozasaval. Ez esetben alakvaltozas-
rol sem beszélink.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy az alakvaltozas ésteemdesddés kdzotti valasztd vonal a topoldgiai
rend allapota: amennyiben a rend megmarad, Ugyatakasrol, amennyiben nem marad meg, ugy
atrendeédésBl beszélink. Ezt a megallapitast akkor is széitt kéll tartani, amikor — figyelemmel a
nyelv hétkdznapi haszndlatara, valamint a megggsiestett terminoldgiara — ,hagy rugalmeadak-
valtozas, ,folyas tipustalakvaltozay ,atrendeddéssel létrejotalakvaltozas kifejezést hasznaljuk.
Igaz, hogy a test alakjanak megvaltozasarol van dedmem alakvaltozas, hanem atretddés megy
végbe a testen belll. Az alakvéltozas kulowo@liegének hangsulyozasa hivatott emlékeztetr, arr
hogy mind fizikai, mind matematikai szempontbolaak megvaltozasa két, egymastdl gyokeresen
kilénb6z mdédon megy végbe. Es ennek megfadalkét, egymastél gydkeresen kilonbfizikai és
matematikai modellre van — vagy legalabbis lenseiikség.

2.3 A folytonos alakvaltozas értelmezése és mérése

A folytonos alakvaltozast a bedgyazo6 térben anabitdnos leképezéseként értelmezzik. Az alakval-
tozas értelmezéséhez a teret metrikaval latjukAelalakvaltozast egyrészt a testen bellli gorbék
hosszanak megvaltozasaval, masrészt az egymasténggthék (érinfvektorok) egymassal bezart
sz0gének a megvaltozasaval értelmezzik. Ez aanixzék egydttal arra is lefieéget ad, hogy az
alakvaltozast megmerjuk.

Az alakvaltozas ,tipizalt” mérésére egy négyzeteketmetszét egyenes, prizmatikus test hizasa
€s egy egyenes kérhenger alakl test csavarashedtstget: a prizmatikus test hossza, illetve a kor-
henger alaku test két véglapjanak egymashoz viswinglforduldsa adja a mérés ledsigét. Az el-
s6 esetben a lehétéget az adja, hogy a prizmatikus test hizasaresetgvaltozas nem lép fel. Pon-
tosabban a hdzas irdnyara tleges keresztmetszetek, Kelh karcsu rad esetén, a nyUjtas utan is a
radtengelyre meétegesnek tekinthék. A masodik esetben a leliséget az adja, hogy a koérhenger
alakul test csavarasa esetén nyulas nem lép fdlogdoban a henger alkotéi, mint megcsavarodé sza-
lak, kellben karcsu rad esetén, csak jelentéktelen, elhaityagomértéld nydlast szenvednek el (1.
abra). (Karcsu rad alatt azt értjuk, hogy a ruceketmetszetének befoglalé méretei nagysagrendben
kisebbek, mint a rdd hossza.)
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1. dbra. Az alakvaltozas értelmezéséhez és méréséhez

Végil utalni kell arra, hogy a mérésre a Iéséget a folytonossag adja: ha nyujtjuk vagy csakar;
a testet, akkor folytonosan, minden keresztmetbeatéyljtjuk és minden keresztmetszetében csa-
varjuk. Tehat elegerida két végpont eltavolodasat (kbzeledését), illetesavarodasat mérni, hiszen
a folytonossag okan a két végpont kozoétt is hasamitbazonos folyamatok — nydlas és csavaras —
mennek végbe. Ennek okan utalni kell arra is, hggm folytonos alakvéaltozas esetén nem lehetiink
biztosak abban, hogy mi is tortént a két végpotueliil. Elegend, ha a henger alaku acél prébatest
nyujtdsara gondolunk: az idedlisan képlékenyneintek allapotot kovet felkeményed, ugyancsak
folyasi alakvaltozassal jellemezbieillapotban a prébatest annak egy keresztmetsretbesziti az
anyagi stabilitasat, és egy ,nyak” alakul ki. Igga& a rid egészére vett hosszvaltozas nem jelemzi
rad egészének az alakvaltozasat (2. 4bra). Hasgppék all a helyzet a csavarassal is: a prébatest
egy keresztmetszetében elvesziti az anyagi stilités egy kicsiny hosszaban Iényegesen nagyobb
mértéki az elcsavarodas (akar tobbszdr is kdrbefordulhatyt a probatest tébbi részén.
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2. abra. A képlékeny alakvaltozas fogalmahoz

Megjegyzés. A ,nagy rugalmas alakvaltozast”, ,faydpusu alakvaltozast”, ,atrende@ssel lét-
rejott alakvaltozast” is hallgatélagosan folytormdakvaltozasnak tekintik, és az alakvaltozas méeesé
ugyancsak a hosszvaltozast és a szogvaltozastmalkzak. Véleménylnk szerint ez nem fedi mate-
matikailag a val6sagot.

2.4 Az atrendeddés értelmezése és mérése

Az atrendeédést a beagyazo6 térben, annak diszkrét leképezés&télmezzik. Az atrendédés ér-
telmezéséhez rogzitjuk a szemcsék szomszédosssginyait: melyik szemcse érintkezik melyik
szemcsével (3. abra). Az atrenddest a szomszédsagi viszonyok megvaltozasavamézelk. Ez az
értelmezés csak elvileg ad lebsdget arra, hogy az atrenddést ,megmérjik”. Ugyanis egy halma-
zon belili rendet nem all médunkban megmérni, miszeszemcsehalmaz kélszemcséi elfedik a
belss szemcsék helyzetét.
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Az atrendeédés ,tipizalt” mérésére a kulonbdjellemz tipus ,peremérték-feladatok” szolgalhat-
nak. llyen a tomorddés vizsgalata vibracio, vagymas hatasara, a merev pecsét benyomasa féltérbe,
a halmok novekedésének a vizsgalata félitirténs szemcseszdorassal. Az egyes feladatoknal homo-
geén jelled allapot létrehozasara torekszink, hogy j6 kozdaelehessen kijelenteni, hogy az atren-
dezdés a halmaz minden részében azonos médon merg.viégkor az atrendédést nem minden
egyes szemcse tényleges szomszédossagi viszonygaimagadasaval, hanem az atreidég globa-
lis jellemaivel adjuk meg. Ezek a halmaz tdmorsége, a tekjaaés az oldalnyomas értéke.

3. &bra. Az atrendeédés fogalmahoz
a) az egyes érintkezési pontok helye, a szemcégkarvaltozik b) a szomszédsagi viszonyok valtoz-
nak, c) ami alakvaltozdsnak latszik, az lehet folgls vagy szakadasos alakvaltozas

A halmaz témorségét elvben mintavétellel kellenenind/alojdban a halmaz alakjanak megvalto-
zasabol kovetkeztetlink a tomorségre: a halmazobhlignerevnek tekintett edényben vibréljuk vagy
tomoritjuk, és elegerdda fels sik mozgasat — elmozduladsat — mérni. Ra kell mutata, hogy a
halmaz nem révidul, amikor tomorddik, netan nemlikydneg, ha lazul, hiszen a szemcsék nem nyo-
modnak dsszébb, kivaltképpen a lazulas eseténnacseenyulasa irredlis, hiszen nincs ra méd, hogy
egy szemcsét a két végén két-két (térben haromw)anmasik szemcse kozrefogja és megnyujtsa.
Megemlitjuk, hogy amig laza szemcsehalmazok toné&séd térfogatra vetitve 10-20 %-0s szokott
lenni, addig a szildrd anyagok folytonos, de médglyas tipusu alakvéltozasa sem jar 0,1-0,2 %-nal
nagyobb térfogatvaltozassal. Megjegyezzik, hogynszés testek nyomassal todédmaoritésnek
van egy hatékony mélysége, amely alatt a tomorddiégaban nem megy végbe. Vibralt edény esetén
ilyen hatarmélység nem létezik. Ugyanakkor a vémsdhzithat is, &, rezgésbe johet a szemcsehal-
maz minden eleme, és a felliletén a édegnezek Chladni-féle alakzataihoz hasonlé mintiadtka-
punk.

A vizszintes fellldgt szemcsehalmaz feluletébe, annak teriletéhez kkisetgtruleti merev pecsét
benyomasa soran a pecsét mellett a szemcsés aglpdgdsodik. Ennek legszebb péld4ja nedves
partfévenyen a talpunk mellett felpiposod6 homoksitlyedés mértékélh a felpuposodott anyag
alakjabol, a magassagi és szélességi méttiagivetkeztethetlink az atrendelZs mértékére.

A szemcsehalmazon bellli elrendides jellegéfl ad — sz6 szerint — képet a gravitacio hatasa alat
formélodd halmaz: a kup alakja, nyilasszoge, a kédés 1épései, az omlasok és folyasok (,lavina”)
jellege.

A szilard edényben egytengélpnyomasnak kitett szemcsés anyag a szemcses s@rkelz kovet-
keztében oldalnyomast fejt ki. A nyomas ndvekedtéuende#dik a halmaz és ezzel egyutt valtozik
az oldalnyomas. Befesziilés utan az oldalnyomasanmyiomas novekedtével — mint a folytonos ko-
zegben — linearisan valtozik.
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3 GEOMETRIAI (KINEMATIKAI) KERDESEK: ATRENDEZODES ES ALAKVALTOZAS

Geometria kérdések alatt a testek helyének, hége&tés alakjanak a megvaltozaséat fogjuk érteni
flggetlendl attdl, hogy a valtozasokat aétddl fliggetlennek (méas szoéval: statikusnak) vagy &rid
flggonek (mas széval: dinamikusnak) tekintjuk.

A geometriai kérdések targyaldsanal szebtt &kll tartani, hogy a kontinuum ponthalmaz, ansze
csehalmaz véges méiigegyszer s mindenkorra rogzitett alaku, zart pginthzok — ha Ugy tetszik,
véges tartomanyok — halmaza.

3.1 Az atrendeddés

3.1.1 Afizikai jelenség

Az atrendeédést fizikailag a szemcsék athalmozasaval mutatkdkp: egy halom szemcsés anyagot,
mint példaul a homokot vagy kavicsot atlapatolugl balombdl egy masikba. De atrendezésnek te-
kinthetiink egy halom tégla atrakasat egy masikrhbko A szemcsés talajok — kavics, homok, ho-
mokliszt — tomdritése is atrendegssel jar. Végul példaként emlitjik meg a colbjederését vagy
levibralasét talajba: a talaj a lefelé mozgd cosips kdrnyezetében tomorodik, atrerddidz, hogy
helyet adjon a col6p testének.

Az atrendeédéshez soroljuk a tészta gyurasat, a fazekas amalgp gydrasat és korongolasat. A
kinydjtott és egymasra hajtogatott, majd egymastmmott és Ujbol kinydjtott alakitas is példa az at-
rendesddéssel végbemémalakvaltozasra. Megjegyezzik, hogy a gyurasratagia alkalmas allapot
eléélihat vizfelvétellel (pl. tészta, agyag, hidraukkhabarcsok), aémérséklet névekedésével (pl.
fémek, tore lagyulé nianyagok, Uveg, bitumen) ésiéllhat nagy nyomas alatt (pl. fémek, jégzé&-
tek).

A fentiek alapjan az atrend&d®éshez soroljuk a kovacsolassal tostatakitast is.

A folyast (is) atrendexlésnek tekintjuk. A folyas sordn egyes atomi-madkelks, vagy szemcsék-
bél allo rétegek elmozdulnak egymas mellett. Egy mieele aramlo folyd egy-egy keresztmetszetében
az aramlasi sebességet egy parabola irja le, ekeréh surlédas miatt a sebesség kisebb, mint kozé-
pen. Ha deformalédna a folyadék, akkor egy-egy&wiazgyy elnydlna, hogy azt a vizmolekulak nem
lennének képesek kdvetni. Tovabbi példaként entfiink meg a hullamokat, a tajtékot, a vizesését.
Itt éppenséggel azt a tulajdonsagat kell kiemeldiszkrét — szemcsés — kdzegeknek, hogy az alak
megvaltozdsa soran akar részeire hullhat szétegk@s ha a részek ismét talalkoznak, akkor a szét-
valas ebtti szerkezet helyreall. Harom ilyen szerkézebzeget kilonboztethetiink meg: a gaztiem
folyékony és a szemcsés anyagu kbzeget. Egylleabjik, hogy a kotott talajban — a tapasztalat-alap
jan — a szétvalas dti szerkezet — a ,kotés”, a kohézid 6wl helyreall, a valtozas — kidlkortlmé-
nyek valtozasat értve alatta — és a talajosdge fliggvényében néhany honaptdl tébb évig, veiiy é
zedig tarthat az az &dami alatt ismételten felépll a kohézié (azaztaKo

Végezetll megjegyezzik, hogy a folyas jellege seeaiilonboztetiink meg ,szaraz” folyadékot —
két egymas mellett aramlo folyadéksugar kozott mikiacsonhatas —, ,nedves” folyadékot — két egy-
mas mellett aramlé folyadéksugéar kozott kismértddcstnhatés 1ép fel —, és viszkdzus folyadékot —
két egymas mellett araml6 folyadéksugar kozotingke nagysagu kolcsénhatés 1ép fel —. A mérték
meghatarozésa kivil esik a jelen tanulmany kereminddsszesen emlékeztetlink a laminaris és tur-
bulens aramlasra, és ennek kapcsan a kilérigtAarréteg elméletekre.

Széraz folyadéknak tekintléet viz, nedves folyadéknak tekinthiet finomitott olaj. Az igenis,
nagy viszkozitasu folyadékra példa lehetidigészta, a ragadds bitumen massza, a fazekas gibgent

agyagja.
Megjegyezzik, hogy szaraz folyadék természetesars nattdl folyadék a folyadék, hogy az egy-
mas melletti elemi térfogatokban &rhozgas hatasara kicsefghek az atomok és/vagy molekulak, az

a feltevés, hogy két egymas mellett aramlé folyad§lr kdzott nincs kodlcsonhatas, csak egy ideal-
izacio.

3.1.2 Matematikai értelmezés

Az atrendeédés fogalmahoz &z6r rogziteni kell egy rendet. A rend alatt a sz&¥k szomszédossa-
gi viszonyét fogjuk érteni: két szemcse szomszéldasgrintkeznek. A rend megvaltozasa — azaz az
érintkezés felbomlasa, U] érintkezés létrejottelja meg az atrendédést (lasd a 4. abrét).

Matematikailag az atrendé&dést — az egyszer s mindenkorra rogzitett alakti podthalmazok le-
képezése a bedgyazo térben — az egyes szemcsékneinszédossagi — érintkezési — viszonyaival
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adjuk meg. Ezt matematikai értelemben egy matrat-szprezentalhatjuk: az érintkegzemcsék ese-
tén a matrix elemének az értéke 1, nem éridtlszemcsék esetén nulla. Az atléban értelenisper
csupa nulla all: egy szemcse dnmagaval nem ériiktk&zmatrix ritka, hiszen egy szemcse — azonos,
vagy legalabbis kdzel azonos nagysagot feltételeztagosan 12 elemmel érintkezik (a térben).
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4. bra. Az atrende&dés, mint diszkrét leképezés
a) alapéllapot, b) egyoldalas nyomas, c) nyirabidas

3.1.3 A kett kapcsolata

Formélisan képesek vagyunk az atresdést matematikailag leirni. A nehézségek ott &kdnek,
hogy ha egy elénk kertilhalomban — pl. egy kavicsbanyaban a halomba &ats — kivanjuk a
szomszédossagi viszonyokat meghatarozni. Ez gystkad lehetetlen. Mire meghatarozzuk a szom-
szédossagi viszonyokat, kitelt a tudomanyos életéskegyuttal megszintettik a vizsgalandé hal-
mazt. Igaz, rakhattunk egy Uj halmait annak felépitése soran meghatarozhatjuk a kajmt&sil pon-
tokat, de ez utébbi egy mesterséges halom és esakdiuk, hogy melyik szemcsét melyikre raktuk,
de azt mar nem tudjuk, hogy a halom, annak névékedlta sajat sulya alatt hogyan rertgit at!

Megjegyezzuk, hogy a néhany széz, vagy ezer eler@resan értelme a szemcsek kdzoétti kapcso-
lat nyilvantartasanak. Homokbucka, tészta, képlglaakitas, €és mas hasonlé anyagok, illetve azok
alakjanak megvéltozasa esetében ugyan az alak tregisinak a leirdséra az atrerddiés fogalma
mind fizikailag, mind matematikailag helytall6, deényleges viselkedés leirasra kdzvetlenul nem al-
kalmas matematikai modell.

A fizikai viselkedés matematikai modellezésére Il&ssii — egynéhany, néhany szaz vagy néhany
(tiz)ezer elemet tartalmazo — halmaz esetén vais\edély és gyakorlati szamitasi algoritmus. Ez al-
talaban dinamikai modelleken alapul, és ezértkeallpontosnak tekinteidUgyanakkor ahhoz, hogy
a dinamikai egyenlet ne remgozgast adjon, csillapitast ,épitettek be” a moeggsnletekbe. Ezen a
ponton olyan elemet tartalmaz a matematikai moaefiely ugyan biztositja, hogy rezgés ne lépjen
fol, és kvéazi-statikus allapotokra bontsa fol anest atrendesését, de valdjaban olyan hipotézissel
él — csillapitds — amely a szemcsehalmazban nemkéEmIékeztink arra, hogy a szallitdszalagrol
allando sebességgel a halmaz tetejére hullo ,kili@n” egyes szemcséi nem csillapodas utjan fé-
kezvdnek le, hanem a ,kavicsfolyam” a lenduletével #@lakat a halmazt: annak oldalan Gjbol és G-
bdl egy kis ,lavinat” indit, el a szemcsek atrenithrek, €s beallnak egy-egy Uj egyensulyi helyzetbe.

Meg kell jegyezni, hogy a harom nem folytonos afdtozas, tehat a ,nagy rugalmas alakvéaltozas”,
a ,folyds tipusu alakvéaltozas” és az ,atrertitEssel [étrejott alakvaltoz4s” esetén hasonlo yebel
sem a kezdeti allapotban, sem a végallapotbanytetfes szomszédsagi viszonyok nem hatarozhatdk
meg, minddsszesen a test alakjanak globdlis, vaggképpen fogalmazva, makroszkopikus megval-
tozasa észlelhét
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Meg kell jegyezni azt is, hogy a gazokban és aafdékokban folyamatos atrenddés megy vég-
be: a kmozgas hatasara a gazt és folyadékot alkotd at@siolgy molekulak egymassal és az edény
falaval Utkdznek. Az elemi térfogat megvaltozashezen értelmezhétalakvaltozasnak. Példaként
azt az aramlast tekintjik, néid egy edény aljan lévlyukon kifolyik a folyadék. Ennek sordn nem
06sszenyomddik a folyadék olyan kicsiny keresztnegfisz, mint az edény aljan 18\yuk, hanem az
atomok és/vagy molekulak atrenddmek, szép sorjaban, egyik a masik utan bejut mlkidyilasba.

E kbzben — értelemsa@m — a sorrendjik megvaltozik (lasd az 5. abrat).

0000000000¢. o
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5. abra. A folyas, mint atrendézlés

A fentiek alapjan a folytonos alakvaltozas fogalakaaz alkalmazasa a folyadékok mozgasanak, a
folyas tipusu alakvaltozasnak a leirasara mateaikttk nem megalapozott. A nagyszamu szemcse
miatt sem a kezdeti allapot meghatarozasa, senreméddése, egyedi nyomon kdvetése nem meg-
oldhaté matematikai feladat. Megoldhat¢ feladatadialmazok latszélagos alakjanak megvaltozasa-
nak, bel$ atrendeddésének valamiféle atlagos jellemzése, leirasi&.t

3.2 Az alakvaltozas

3.2.1 Afizikai jelenség

Az alakvéltozast fizikailag a rudak vagy lemezekszgii alakvaltozasi allapotaival — hizas-nyomas,
tiszta nyiras, hajlitas, hajlitasi nyiras, csavarasutathatjuk be: egy egyenes prizmatikus, illetgg
egyenes kdrhenger alaku rudat vagy prébatestetukdmmomijuk, nyirjuk, hajlitjuk vagy csavarjuk.
Példaként tekinthetjik a féltér, vagy barmely vétest alakjdnak megvaltozasat akar koncentralt,
akdr megoszlé terhelés hataséara. Szigoru érteleabatakvaltozas folytonos alakvaltozas. Tovabba,
csak a rugalmas alakvaltozas tekinthfelytonos alakvaltozasnak.

Szemlélet alapjan a tészta gyarasa, a fémek képléiakitasa, folyadékok folyasa alakvaltozassal

leirhat6. Mint arra fentebb, az atrendées esetén mar kitértiink, ezekben az esetekbaryag aem
deformalédik, hanem atrendigik. Ezekben az esetekben az alakvaltozas — azalalamegvaltozasa
— nem folytonos, az anyagban szakadasi felUletdtubdak ki. A szakadas nem kézvetlenil az anyag-
ra vonatkozik, tébbnyire az eltolédasi Mezakadasos, maga az anyag még folytonos marad ahba
értelemben, hogy az anyagokat alkoté atomok és/mamjgkulak szervesen kapcsolédnak egymashoz
még az eltolbdasmézszakadasos felllete, fellletei mentén is: a ké&tédbomlanak, atrendédnek,
Uj kotések jonnek létre. Ezért ezeket az alakvakokat tekinthetjik kvazi- vagy szemi-folytonos
alakvaltozasnak. Ide tartozik — altalanositva gtéolos alakvaltozas fogalmat — a ,hagy rugalmas
alakvaltozas”, a ,folyas tipusu alakvaltozas” ésarendeddéssel létrejott alakvaltozas” is. Hangsu-
lyozzuk, hogy a folyas tipusu alakvaltozas maraddé&valtozast foglal magaba, azaz nem folytonos
alakvaltozast, hanem atrenddest.

Azokat az alakvaltozasokat, amelyek az anyagbarietges szakadasi fellleteket hoznak létre, ha-
sadassal, toréssel, szakadassal jellemezzik. Ez¢letnségeket nem az alakvaltozas, hanem a tonk-
remenetel keretén bellil szokas vizsgalni. Jelemgmyban ezzel a kérdéskorrel nem foglakozunk.

3.2.2 Matematikai értelmezés

Matematikailag a folytonos és szakadasos alakwdté®z6tt a kontinuummechanika szakirodalma-
ban nem szokas kilénbséget tenni. Mind a rugalmas] a képlékeny, mind a reoldg tartomanyban
azonos alakvaltozasi fogalmat és dsszefliggésdiaimznak.

Az alakvaltozas értelmezéshez be kell vezetni &stdehetvé tevb matematikai struktirat. Ez a
metrikus tenzor, pontosabban a metrikus tenzom&anetrikus tenzor teszi lekiaté, hogy megmér-
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juk egy gorbe hosszat, egy fellletidom teriletét; baromdimenzidés tartomany térfogatat. Ugyan-
csak a metrikus tenzor szikséges két, egymast éngiislae szogének meghatarozasahoz is.

Egy folytonos gorbe relativ megnyulasa alatt a gdteformacio utani ésdati hossza kilénbségé-
nek és a deformacio utani hosszanak az arany&dtiéeat) értjuk.

Egy test alakvaltozasa alatt a testbe irhatd d$elgenos gorbe relativ megnyllasanak az 6sszes-
ségét értjuk (lasd a 6. abrét).

CaNe——

6. abra. Az alakvaltozas, mint folytonos leképezés

Az alakvaltozas és az atrenddes kozotti kilonbséget a testbe irhaté gérbékivetaegnyulasa-
val, illetve szakadaséaval jellemezhetjik. A kdd@dihelyett lasd a kovetkigZ7. abrat.

7. abra. Az atrendeédés, mint szakadasos leképezés

Az 4brabdl azonnal leolvashaté, hogy az alakvaftagdbalis értelmezése automatikusan valasztja
szét a folytonos alakvaltozast a kulonb@rendeédésekdl, és mutatja, hogy az atrenddés nem
tekinthet folytonos alakvaltozasnak.

Megjegyzés: a leképezés ,0sszekeveri” a szomszéldoseket, magat a leképezést kének te-
kinthetjuk. A kdoszelméletben — pl. egymasra hajtogn majd nydjtom a leképezett tartomanyt — ép-
pen igy értelmezik a keueteképezést.

A fenti értelmezés globalisan jellemzi a test afdtozaséat, és nem ad alakvaltozasi éhelzanem
csak azt adja meg, hogy barhogyan is jeloljinkgyi ®lytonos gorbét a testen belll, akkor annak is-
mert a relativ megnyulasa. De, ha minden gorbeivael@egnyualas ismert, akkor ismert minden pont-
ban, azon belll minden iranyban a bazisnak (egysémsszisagu szakasznak) a relativ megnyulasa,
tovabba ismert két, egy ponthoz tartozé bazis végérekdt gorbék relativ megnyllasai. Az éls
csoportba tartozoé relativ megnyulasok megadjakliledd a linearis alakvaltozast minden pontban és
minden irdnyban, a masodik csoportba tartozé rehatignydlasok megadjak a szogvaltozast minden
pontban és minden iranyban. Ezzel egyitt értelrkdoklisan (is) az alakvaltozast.

A folytonos test — egy topoldgiai sokasag valamlglatos és zart tartomanyaként modellezzik a
folytonos testet — folytonos leképezését mindertlpomannak differenciéljaval, tehat egy linearis le
képezéssel adjuk meg. Ez teszi lékétazt, hogy nem sziikséges minden irdnyban isragraiakval-
tozast, azaz a leképezést, elegeadbazisiranyokban.

Az alakvaltozas globalis értelmezése 6sszhangbaazzal, hogy globalisan tudjuk az alakvaltozas
meérni, lokalisan nem.

Az alakvaltozas globalis értelmezése Iébéget ad a kis €s a nagy alakvaltozasok megkultethdz
tése. Kicsinek azt az alakvaltozast fogjuk tekiintaminek a soran a testbe irhaté 6sszes folytonos
gorbe relativ megnyulasa egy kicsi, az egy me{®@1 vagy 0,001) elhanyagolhatd értéknél kisebb
[LAamer, 1990]. EbBl azonnal kdvetkezik, hogy az alakvaltozas lok@ilemzsje is kicsi, és az egy
mellett elhanyagolhato.

Mivel az alakvéltozast a gorbék hosszanak megwvddtzal értelmezzik, ezért a vizsgalt teriinket
olyan matematikai struktaraval kell ellatni, ambdipetivé teszi a gérbék hosszanak a meghatarozasat.

A metrikus tenzor(meé® az a matematikai struktira, amely |évét teszi a gorbék hosszanak a
meghatarozésat. E mellett alkalmas fellletek tekiikk, tartomanyok térfogatanak, valamint két gor-
be altal bezart sz6g meghatarozasara is. Az alaréd a méretek megvaltozasat fejezi ki. Megmu-
tathatd, hogy a mérés leliségét csak a metrikus tenzor biztositja. Megmutatha is, hogy a de-
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formacio ebtti és utani metrikus tenzorok kildnbségének a délety fontossagl matematikai tulaj-
donséggal bir: az igy nyert deformacios mértékten@dtlobeli elemeinek segitségével hatarozhato
meg egy gorbe relativ megnyulasa és a mellékatlébmhek segitségével hatarozhaté meg két gérbe
altal bezéart sz6g megvaltozasa [Love, 1927, Lurd¥,0, LAmer, 1990].

3.2.3 A kett kapcsolata

El6szor is rogzitink két tényt. Az élshogy a folytonos alakvaltozas leirasara bevezéibttonos
tenzorme# 6sszhangban van a folytonos modellel. A masodigyla szakadasos alakvaltozasok le-
irasa a folytonos alakvaltozasra kimunkalt alalozfls fogalommal nincs 6sszhangban, masképpen
fogalmazva, a folytonos alakvéltozas fogalma nimegematikailag 6sszhangban az atrefdégsel
végbemef alakvaltozassal.

A tovabbiakban a folytonos alakvaltozassal foglaikuk.

A folytonos alakvaltozas fizikai és matematikai &splatat valojdban a matematikai oldal hataroz-
za meg. Matematikai szempontbdl ragaszkodunk ahimgy az alakvaltozast leir6 matematikai ob-
jektum tenzormennyiség legyen. A tényleges kaptsoilbenlétét az ék6 pontban mar vazoltuk: a
deformacio ditti és utdni meértéktenzorok kulonbségének a felakkan felirt deformacios
mértéktenzor §atlbbeli elemeinek segitségével hatarozhaté meggégye relativ megnyulasa és a
mellékatldbeli elemek segitségével hatarozhato keéegorbe altal bezart sz6g megvaltozasa.

A matematikai nehézséget a tavolsag és szog fogakrmégymastdl figgetlen értelmezése szolgal-
tatja. A tavolsagot a PuUthagorasz-tétel alapjad@rbatuk meg. Ezért a relativ nydlas kifejezésben
négyzetgyokos kifejezések allnak. A szdget egy ld=ddi haromszdgben az oldalak aranyaval ér-
telmezzik. Ezért a sz6g megvaltozasara vonatkogbefigggésben egy koszinuszos kifejezés all. A
két mennyiség nem alkot tenzormennyiséget. Az #ihiémzorialis tulajdonsagot sorfejtéssel lehet
.elévarazsolni”, de ennek magas az ara: csak a s@feji tagjaira nézve egyezik meg a négyzet-
gyok és a koszinus fuggvény Taylor-sora, ezért mkkocsak akkor nyeriink alakvaltozasi tenzort, ha
a sorfejtést az edstagig végezzik [Lamer, 1985b, 1990, 1992-93]. Em@gaban még nem jelent fel-
tétlen nehézséget, hiszen van egy alakvaltozédsotank — ennek |étrehozasértiik ki célul. A kér-
dés az, hogy az a tenzor, amelyet egy sorfejtésadgaként vezettiink be, hogyan viszonyul a fizikai
alakvaltozasokhoz.

Matematikai szempontbdél a sorfejtésnek a? ¢dgyra vonatkozé $kitése azt jelenti, hogy sem a
relativ nydlasok, sem a szdg abszolut megvaltozésalehet tll nagy, pontosabban, mindketk az
egy mellett elhanyagolhatonak kell lennie. Ez ldy. szdzad, vagy egy ezred relativ megnyulast és kb.
egy fok szbgvaltozast tesz letwet. Ez 6sszhangban van a folytonosan deformalogagak viselke-
désével. A rugalmas anyagok relativ megnyuldsasegyad és egy tizezred kdzé esik. A rugalmas
anyagok szogvaltozasa sem haladja meg az egy fakannél nagyobb méiivalakvaltozasok esetén
a modell nem hasznalhat6. Még van egy tovabbi mégk@ koordinatarendszernek ortogonalisnak,
vagy legalabbis kézel ortogonalisnak kell lennie,ethnek ismertetégételtekintiink [LAmer 1990Q].
Ugyanakkor hangsulyozni kell, hogy a vizsgalt sdakjanak ennél nagyobb mérinegvaltozasa mar
nem folytonos, hanem szakadasos, és valdjdban ne&st dolytonos alakvaltozasaval, hanem az
anyag atrendézésével megy végbe. Ezért ennek leirasara mas midtammodellt kell alkalmazni.

Végqll jelezzik, hogy a nem folytonos, azaz a szakesl alakvaltozasok — atrendéezsek — egyes
eseteiben sem nagyobbak az alakvaltozasok, midingedzdzad vagy ezred, mint pl. egyes képlékeny
folyasnal, ezért nem zarhaté ki, hogy a folytontakltozds fogalma keéll pontossagu leirast ad.
Ugyanakkor, ha lényegesen nagyobbak, mint példddpdékeny hengerlésnél, vagy nagy rugalmas
alakvaltozasnal, akkor kétséges, hogy vajon adalys leiras alkalmazhat6-e.

4 EROTANI (DINAMIKAI) KERDESEK: BELSO EROK ES FESZULTSEGEK

A dinamika alatt nem az &l valo fliggeést fogjuk érteni, hanem azt, hogy dele® eék hatnak,
hogy a testeken belll bélersk ébrednek.

A fejezet cimében szeréplbelss ervk” és ,feszlltségek” kifejezések kapcsan a kovetkerg-
jegyzést tesszik. Bk alatt kovetkezetesen koncentralétefogunk érteni. Amennyiben azédatas
megoszlik vonal mentén, fellleten, vagy tértartoyadan akkor az € kifejezést jelds szerkezetben
alkalmazzuk: vonal vagy fellilet mentén megoszéivétr vagy térfogati eirél fogunk beszélni. Rudak
esetén szokas bélersrél, mint példaul hizé-nyomo érdl, hajlitasi nyirdedrdél beszélni. Itt a bets
erét masodlagosnak tekintjik, hiszen ezeket ékeadra rad egy keresztmetszetében értelmezzik a ke-
resztmetszetben haté normal-, illetve nyir6fesgigiek eredieként. Hasonl6 megjegyzés teh&me-
zek és héjak keresztmetszeteiben értelmezett médos® ervk kapcsan is. Ennek okan bélksrok
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alatt jelen tanulmanyban csak a szemcékalid halmazokban, az érintkézzemcsék kdzott kialaku-
I6 mechanikai kapcsolat dinamikai modelljét értjgkfesziltségnek pedig a folytonos testekben az
Lerintkezs” elemi fellletek kdzott kialakulé mechanikai kaplket dinamikai modelljét tekintjik. Szo-
kas néha a feszliltségeket is Batgknek tekinteni, de tekintettel arra, hogy a fesadttenzor jelle-

gii mennyiség, az 8rvektor jelleg mennyiség, tovabba, hogy a feszlltséget épperaggyk értel-
mezni, hogy annak egy terlleten vett integraljaadjé jellegi mennyiséget, jelen tanulmanyban a
feszlltség fogalméara nem fogjuk alkalmazni a®els kifejezést. Megjegyezzik, hogy a gazok és fo-
lyadékok esetén hasznalatos fogalom a nyomas. Magjoky hogy fogalmilag — értsd: matematikai-
lag — a feszlltség rokona, de fizikai hatterétribla gyokeresen tér el a fesziltgdgt

Az ertani kérdések targyalasanal megismeételjik a getahktirdések targyaldsanal tett megjegy-
zést, hogy a kontinuum ponthalmaz, a szemcsehahdges mérdét egyszer s mindenkorra rogzitett
alaku, zart ponthalmazok — ha ugy tetszik, végesrteéanyok — halmaza.

4.1 A bels erdk

4.1.1 Afizikai jelenség

A belss er6 ébredését a szemcsehalmazban igen nehéz megmudgtmis mérni ét sosem tudunk,
egyedil hosszat vagyunk képesek (6sszehasonljtassali. Megjegyezzik, hogy azéeibz kdzelal-
16 suly mérése is dsszehasonlitason alapul — viesspiidbatestet és a méréndstet, belehelyezzik
a mérleg egy-egy serpdaijgbe —, és pl. szogvaltozas meérésére — a mérldgenkiiendil — vezetjik
vissza. (Osszetettebb mérleg esetén tovabbi mdehaisi/vagy fizikai elméleteket hasznalunk fel.)

A szemcsehalmazon belllieemérése — a szdrZllaspontja szerint — jelenleg nem oldhaté meg.
Az allaspont részletes kifejtése helyett, csakumtalarra, hogy mécelldk szemcseként val6 alkalma-
zasaval, vagy a feszultségbélyegek felhelyezésguarhetliink informacioét, de a korrekt kiértékelés-
hez ismerni kell az értamadaspontja és a Miészkdz egymashoz viszonyitott helyzetét, és alkalma
ni kell valamilyen elméletet arra nézve, hogy eggmscsére haté koncentraltoe¥ndszer hatdsara
milyen értéket mériink a mielldban vagy fesziiltségbélyegben. Adnek a méscellahoz viszonyi-
tott helyzete nem mérhiea halmaz atrendédése miatt. Ha a mérési eredmésiyidvanjuk a méreési
pont és az érintkezési pont egymashoz viszonyigyizetét meghatarozni, akkor tovabb kell ndvelni
a mérési pontok szamat, ami Ujabb éeétladk elhelyezését kivanja meg (ad infinitum).

A szemcsehalmazban ébéelelsy erok hatasaként a szemcsehalmazt magaba foglalé edidaly
falaban mérhetlink nyomast vagy egyes speciadlieldset — nagy szemcséklallé halmazra gon-
dolva, ahol a mécella kisebb, mint egy-egy szemcse — ,pont§zerérscella elhelyezésével a szem-
csehalmaz ,oldalnyoméasat” mérhetjik meg egy-egythmom Itt tesziink egy megjegyzést, hogy a
szemhalmazban éppenséggel nem adigggs falra hatd vizszintes oldalnyomas a jellenez egy
mesterséges helyzet; a szemcsehalmazban éppensegggimasra tamaszkod6é szemcsék kozotti
erdhatas a jellemg ezért igazabdl a szemcsék felfekvését, egymasraszkodasat modeltefeliilet,
vagy mébcella-elhelyezés adhat értékelhenérési eredményt. Ugyanakkor azt is hangsulyoehj k
hogy az apré szemcséittalldo halmazokban, mint példaul a szemcsés taJapkenséggel az oldal-
nyomas jellege lesz az, amely a folyadéktdl, ibeszilard testt valo elkulonitést megalapozza. Vé-
gul ra kell mutatni arra is, hogy ebben az esethan egyfajta kontinualis leirasmédot alkalmazunk
diszkrét elemek — szemcsék — halmazara.

A szemcsehalmazban ébéedels ersk kialakulasara, eloszlasara, nagysagara kovetkettmk
az atboltozédas és befeszilés kapcsan is, barrzs sdéaspontja szerint atboltozédas csak olyan
szemcsehalmazban johet létre, ahol a szemcsékt ket csak nyomd, hanem egyszerre nyomo és
hazo igénybevétel is ébredhet ugyanabban az érégkepontban”. Ez Ugy is megfogalmazhatjuk,
hogy a konvex szemcséket 6ssze kell ragasztanzahbgy boltozat alakulhasson ki. A silékban tor-
téns befeszllés esetén éppen ez az 6sszeragadas mybgy hiszen csak mechanikab drevetésével
képesek az atboltozdédott szemcsehalmazt 6ssze&wrnmabirni a szemcséket a szemcsehalmazokra
jellemz folyas tipust mozgast kialakitasara, azaz a Hidggyasara.

4.1.2 Matematikai értelmezés

A szemcsehalmazokban két érintkezzemcse kozott ebrédhatas dinamikai modellje azéervek-
tormennyiség, rendelkezik hatasvonallal, tAmadasploervényes ra a hatas-ellenhatas elve. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy a klasszikus newtoni meché&ikdmegszokott éfogalmat hasznaljuk. Ter-
mészetesen hozzagondolva, hogy amig a newtoni mi&élhan az €, mint modell, az anyagi pont
mozgasallapota megvaltozasanak leirasara lett bbagzaddig mozgas hijan egyensulybans lév
szemcsék egyensulyat leiré vektormennyiségjelen szo.
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A szemcseés kdzegben két érintkezemcse érintkezési pontjdban ébred asbats A szemcsék
lehetnek szarazak, surlodasosak és kotottek —: éegdsztoval kapcsolddnak egymashoz. A széraz
szemcsék esetén a lekw6 hatasvonala a két érintikefelllet kbzés normalisanak az iranyaba mutat.
(Itt hallgatélagosan feltételezziik, hogy a szemdeéilete sima.) Surlddas esetén a el hatas-
vonala eltér a k6zos normalistol. Kidh sima fellletek és gdmbdlgzemcsealakok esetén a surlédas
nem jelends, az egyensuly beallasdbansetsban nem a csuszas és igy nem a csuszasi sptadas
nem a gordilés és a gordulési surlédas jatszilkepeeramely utdbbi azdbihez képest elhanyagol-
hat6. Ugyanakkor hangsulyozni kell, hogy surlédakes fellletek és nem gémbé)yhanem sikokhoz
kozelallo fellletekkel hatarolt szemcsék esetéanjgs hatassal bir. Jelezzik, hogy a surlddas statika-
ilag hatarozatlan kapcsolatnak tekinténRagaszté — ez lehet egy vizfilm, lehet a szenats&kmé-
szetes Uton cementald kémiai kotés, vagy lehetstersgesen @llitott cement — a diszkrét halmazt
atalakitja folytonos kdzeggé még akkor is, ha gtémlos kdzeg a szemcsék kozotti (kozel) pontonkén-
ti érintkezés folytan tébbszérosen dsszefliggtomanyt alkot. Ekkor a szemcsék kdzott ,Beadgk-
ként” nem koncentralt, hanem megoszlé effesziltség — 1ép fel az 6sszeragasztott felilattén, és
a kapcsolatot dinamikailag legkevesebfivet és nyomatékkal kell modellezni. Ezt az eseaitdnos
kozegként és nem szemcsehalmazként értelmezziggdatuk kivil esik e tanulmany keretein.

4.1.3 A kett kapcsolata
A pontszeti érintkezés és a koncentralb édogikailag 6sszhangban van.

Az kontinudlis leirasmédban az oldalnyomas a szémcszerkezettel jol illusztralhaté-
magyarazhato, a talajmechanikai tapasztalatok dalrgfomas létét igazoljak. Ugyanakkor ki kell
hangsulyozni, hogy a folytonos eloszlast nyomay Vesgzliltség nincs 6sszhangban a szemcsés szer-
kezettel: az ébbi folytonos, az utdbbi diszkrét szerkdzet

4.2 Afeszlltség

4.2.1 Afizikai jelenség

Mint azt korabban jeleztiik, a folytonosnak modadterestekben ébrédels fellilet mentén megosz-
16 er6k, nyomasok és feszlltségek fizikai hattere mands

A nyugalomban Ié¥ — értsd: valamely edénybe bezart — légiheestekben nyomast értelmezink.
A nyomas fizikailag a sebesen mozg6 atomok és/waggkuldknak a gazt magaba foglalé edény ol-
dalfalaval val6 Utkdzéseivel magyarazhaté. A nydregygsegnyi tertlétfellletre és idegységre vo-
natkoztatjuk. Magaban a légnértesten belll nincs fal, a Iégnértesten belll csak a szaguldé ato-
mok és/vagy molekulak vannak. Azok pedig nem ismlersik fellletet, az egyes Utkbatomok
és/vagy molekuldk ttkdzés soran az érintlggantok nem alkotnak egységes fellletet, és azseitye
kozésekben részt vévellletek normalisai sem alkotnak parhuzamos myald_egfeljebb mi képzel-
juk el, hogy a légneintestben képzeletben kijel6lt barmely Iéefslilet mentén pont ugyanaz a fo-
lyamat megy végbe, mint a hataran, az edény faldhalyomast a nyugalomban kEvégnent
testekben, a test minden pontjdban, és egy-egydmohelll minden iranyban azonosnhak tekintjik,
még ha a rendszertelen mozgas és a nem egyerdbtssgeloszlas miatt valéjaban nem is azonos.

Megjegyezzik, hogy a leirast illik arnyalni annyib&ogy sok Utkdzés atlagarél van sz, de ez az
eredend fizikai képet — itkdzés» impulzuscsere» nyomas — nem valtoztatja meg.

Megjegyezzik azt is, hogy a gravitaciés térben, legiiben magas edénybenijrgségkilonbség
alakul ki a magassag mentén, és ennek kdvetkezeehgomas a magassaggal valtozik.

Az aramld legnertntestben is értelmezzik a nyomast; ebben az esktlaemozgo atomok és/vagy
molekulak segitségével. Araml6é gaz esetén eltekintiigazt alkoté6 atomok és/vagy molekuldk rend-
szertelen mozgésatdl, és azonnal egy aramlo gazauggndolunk, amelynek aramlasi sebessége van.
A nyomast e sebességhez kotjik. Ennek megfahebgy dramlé Iégndirtestben a sebességtér valto-
zasanak megfeléén a nyomas is pontrél pontra, azon belll iraniyéslyra valtozik.

A folyékony testekben is nyomast értelmezink. Uggdolyadékban is szabadon mozognak az ato-
mok és/vagy molekuldknak, de az 8bszarmazo Utk6zésbnem értelmezink nyomast. A nyomast —
a gazhoz hasonléan — a folyadékot magaba foglatyedidalfalara gyakorolt hatasként értelmezzik.
Ennek magyarazatdhoz két fizikai jelenséget vesfiggklembe. Az egyik a folyadékoszlop sulya, ez
hat az edény aljara, ad abszurdum, az edény ®t&eérutdbbi szemléltetésére inkdbb a folyadék fel-
szinén Usz6 testek alsé fellletét emlitjuk meg. &sika folyadék oldalnyomasa; ez hat az edény ol-
dalfalara. Ha az edény nem tartana a folyadékatf@abi szétfolyna. A tapasztalat az, hogy az eldal
nyomas értéke megegyezik a fogpges nyomas értékével. A nyomast a folyadékokébeset is
egységnyi terlldt fellletre vonatkoztatjuk. Magaban a folyékony @esbelil nincs fal, folyékony
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testen belll csak az ,egymasra tdAmaszkodd” atoreblagy molekulak vannak. Azok pedig nem is-
mernek sik fellletet, az egyes egymasra tdmaszkboiiiok és/vagy molekuldk ,tamaszpontjai”
(érintkezési pontok) nem alkotnak fellletet, ésasmpontokban az érintkiefellletek normalisai sem
alkotnak parhuzamos nyalabot. Legfeljebb mi képikedjl, hasonldéan a Iégnénestekhez, hogy a fo-
lyékony testekben gondolatban kijeldlt barmely bdislilet mentén pontosan ugyanaz a folyamat
megy végbe, mint a hataran, az edény falanal.

A tapasztalat alapjan azt mondjuk, hogy a folyadékhyirassal szembeni ellenallas, azazdbels
megoszld nyirdér, a kontinudlis modell szakkifejezése szerint, dfgisziltség nem lép fel. Ezt te-
kinthetjik annak okaként, hogy egy-egy pontban mrmidanyban a nyomas azonos éifitek

A nyugalomban Ié¥ folyékony testekben a nyomas eloszlasa a kdvétkezazonos értékfliggs-
leges nyomasértékek jeldlik ki a nivéfellletekatvitacids térben, egy kis Iéptékben, ez tébbnyire
egy sikkal, egy nagyobb léptékben a geoiddal elgyerg. Egy-egy nivofelllet minden pontjdban,
minden iranyban azonosnak tekintjik a nyomast. Aysé§gel — a gravitacio iranyaval — névekedve a
nyomas értéket

Az araml6 folyékony testben a mozgo atomok és/ragiekulak segitségevel is ertelmezink nyo-
mast. Aramlé folyadék esetén nem tekintlink el gadék sulyabdl adodé nyomastol, mindemellett az
aramlas kapcsan egy aramlo folyadéksugarra gonklolumelynek aramlasi sebessége van. Az aram-
lasi nyomast e sebességhez kotjik. Ennek megériebgy aramld folyékony testben a sebességtér
valtozdsanak megfeli@n a nyomas is pontrél pontra, azon belll, iraniyédlyra valtozik.

Erdemes emlékeztetni arra, hogy a Vildmen — Iégkori nyomas nélkiil — végzett kisérletista
folyadék egy alaktalan massza, amit a felUletidltseg tart 6ssze, és az asztronautak egy Ujj&kala
tottdk a ,folyadékcsepp” alakjat.
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8. abra. Oldalnyomas és bdiszerkezet. A nyirééra szemcsehalmazban egy ferde nistigon

A szemcsés kdzegben, kiléndsen, ha a szemcsékenadeayésk a vizsgalt tartomanyhoz képest,
szokas megoszlé bélerst értelmezni. Hasonléan a folyadékhoz, edénybebniél képzeljik a hal-
mazt. Az edény aljan és oldalfalan egyarant nyoghdéied. El§sorban talajmechanikai tapasztalatbol
tudjuk, hogy a flggleges nyomas aranyos a kdzeg, azaz a szemcsesshjapal, a vizszintes nyo-
mas aranyos a fugpges nyomassal és egy aranyossagi téivwpbzEzt az ardnyossagi ténged,3
és 0,5 kozott szokas felvenni. Az, hogy oldalnyokiaied a szemcsés kbzegben, felveti azt a kérdést,
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hogy vajon ébred-e benne nyiréfeszliltség vagy seazemcsézett struktira miatt sem nyiréfeszult-
ség, sem huzéfesziltség kialakulasaval nem szatnolaa szemcsék csak tAmaszkodnak egymasra.
Az oldalnyomas 14l elérs aranyossagi értékét a szemcse alakja és helyzmgandzza. (Lasd a 8.
abrat.) Egyuttal az egymasra tamaszkodas mikérdigyanazza, hogy nyiréfesziltségre nincs szik-
ség, tovabba a sem nem fatgpes, sem nem vizszintes kapcsolatképpen kiadjak azt a ferdeser
amelyet a folytonos testben nyirofesziltségkémi@ezrdk. (Lasd a 8. 4brat.)

A feszlltséget — vagyis felllet mentén megoszl&dbeisét — fizikailag a rudak vagy lemezek egy-
szefi igénybevételeivel — hGzas-nyomas, tiszta nyiragitas, hajlitasi nyiras, csavarads — mutathatjuk
be: egy prizmatikus, vagy korhenger alakd rudatyvagbatestet hizzuk-nyomjuk, nyirjuk, hajlitjuk
vagy csavarjuk. Ekkor a keresztmeszetekben egymaietmegoszldé normal vagy nyiréfesziltséget té-
telezunk fel; a kivételt természetesen a hajlitdsoei6 adja, aminek az esetében kvadratikusan meg-
0szl6 nyiréfesziltséget tételeziink fel. Altalanasia rad vagy lemez keresztmetszetét, tekinthetiink
barmely haromdimenziés testet, amélybgy-egy elemi hasabot kivagva, annak mind a éléldtén
harom-harom megoszI6 ,bélerst” értelmeziink: egy normal- és két nyiréfesziltsége

Ra kell mutatni arra, hogy a feszlltség — hasonkbaryomashoz, vagy a szemcsés kdzegben az
érintkezési bels ervkhtz — kdzvetlenll nem mérléetAz alakvaltozas hipotézisét felhasznalva hata-
rozzuk meg a feszlltség eloszlasat, mérni az dl@kést, illetve attételesen a prébatestre hatd er
és/vagy nyomatékot mérjik.

4.2.2 Matematikai értelmezés

A feszlltséget — és igy attételesen a nyomast ztydédfuk: a feszlltségnek tekintjik azt a felltete
értelmezett folytonos fliggvényt, amelyet egy végeicsiny fellletidomon (tébbnyire sikidomon)
integralva ef jellegi mennyiséget kapunk. Hangsulyozni szeretnénk, hdggziltséget nem levezet-
juk az eb per az af ,hatasfellletének” a terilete hataratmenétémidon az utébbi tart a nulldhoz,
hanem posztulalunk egy, a fenti tulajdonsaggal figgvéenyt. Megjegyezzik, hogy a hataratmenet
korrektil nem értelmezhit Ha diszkrét pontokban adunk megterakkor nem nyertink folytonos
fliggvényt, ha eleve folytonos fliggvény adunk mddionaz ebé kiszamitdsahoz &zor integralni
kell a fellleten — ezt javasoljuk megtenni mi ifeszliltség értelmezéséhez —, majd osztani kellia fe
let terlletével és venni a hataratmenetet. Ez,rebleirdsban, tautoldgia. (Lasd a 9. abrat.) Eglyut
felhivja a figyelmet arra, hogy a fesziiltség netalahosithatdé oly médon, hogy tekintsiink egy feli-
leten haté nyomatékot, valamint a nyomaték ,hatékfenek” a teriilete hdnyadosat és vegyuk annak
hatarértékét, mith az utobbi tart a nulldhoz. E helyett eleve éréaimi kellene a nyomatéki-
feszlltséget. Ez utdbbi esetében a nehézségeteati jdlogy a nyomaték szarmaztatott mennyiség:
ers és ebkar vektoridlis szorzata (Ggy is fogalmazhatjukgyhdranyitott tertlet), ezért nyomatéki-
feszlltség nem értelmezligt. amer, 1984a, 1985a, 2007b].
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9. abra. A feszlltség értelmezéséhez
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10. &bra. A hidrosztatikus nyomashoz
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Megjegyezzik, hogy az a tény, hogy a fesziltségoramennyiség, abbdl a kévetelméybakad,
hogy egy elemi kockanak egy sikkal vett metszetet+tobbnyire derékszédetraéderként szokas fel-
venni — egyensulyban van. Megjegyezzik azt is, hoégsziltségtenzor szimmetrikus tenzor, ami a
nyomatékra vonatkoz6 egyensulyi feltételek teljésébl fakad.

Az elemi hasab egy metszete, egy derekszdgmi tetraéder egyensulyanak vizsgalataval igazol
hatd, hogy ha nyir6érnem lép fel, akkor minden fellleten azonos nagysagidrosztatikus — nyo-
masnak kell ébrednie (10. 4bra).

Felmerll az a kérdés, hogy vajon, ha a nytréetéke korlatos, akkor az oldalnyomas értéke iis ko
latos-e? Ezt a feltevést nem siker(lt igazolni @dra).
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11. dbra.Az oldalnyomas és a korlatos nyirédapcsolatdhoz

4.2.3 A kett kapcsolata
A folytonos anyagmodell és a feszliltségtenzor laitaky 6sszhangban van.

A gézokban, a folyadékokban és a szemcsés kozeagekbezakadasos alakvaltozas esetén a
feszlltségtenzor is szakadasos, ezzel egyutt kijele hogy a folytonos eloszlasi nyomas vagy fe-
szlltség nincs 6sszhangban a szemcsés szerkeaeébbi folytonos, az utdbbi diszkrét szerkdzet
Felmeril az a kérdés, hogy szakadasos alakvalassign értelmezhiee a feszlltségtenzor. Sejtés-
ként fogalmazzuk meg, hogy egy diszkrét rendszerbatematikai értelemben fesziltségtherm
értelmezhdt, e helyett valamilyen méas fogalmat kell értelmeaznendszer bedsdinamikai allapota-
nak a leirasahoz.

5 AZ ANYAGTORVENYEK

5.1 Bevezetés. Irodalmi kitekintés

Az anyagtérvényt altalaban egy mechanikai moddlHa kinematikai €s a dinamikai — oldala kozotti
kapcsolatként szokas értelmezni.

Hallgatélagosan a deformélhat6 szilard testbendébiesziltség és kialakuld alakvaltozasa kdzotti
Osszefliggést szokas anyagtorvénynek tekinteni. hédgkar az & €s a gyorsulas kozotti dsszefliggés
is a modell két oldala kdzotti kapcsolat (lasd [plonti, 1972], [Verhds, 1989], [Matolcsi, 1992],
[Van, 1995], [Van et al. 2008]). Ennek megfékh az anyagi pontok esetében a tomeg, merev testek
esetében a tehetetlenségi tenzor, a folytonos kézetgn aigiiség az anyagot jelleizallandd”, az
allapotegyenlet — az impulzus egykrd tdmeg szorozva gyorsulassal — egyuttal anyagégyes.
Megjegyezzik, hogy ezt az 6sszefiiggést a bennemizéngalmaknak tobbnyire az elmozdulasra va-
16 ,visszavezetésével” (pl. a gyorsulasnak azdgderinti differencialhdnyadosaként val6 értelmézés
vel) inkdbb a mozgas egyenletének szokas tekintesd;pl. [Budd 1972].

A folytonos test anyagi viselkedéra kulonbod fizikai jelenségelél részletes attekintést ad
[Bell, 1973].

A folytonos test anyagi viselkedés matematikai niieiesdl részletes attekintést ad [Truesdell és
Noll, 1963].

Az altalanositott kontinuum anyagi viselkedéséobb a hipotézis, mint a mérési eredmény. Né-
hany mérési eredményt tartalmaz [Eringen, 1998}en

A bels szerkezettel bird test anyagi viselkedébvebben a nemlokalis rugalmassag keretén be-
[0l [Kunyin, 1975] értekezik.
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A belsy szerkezet kapcsan az Ujabb elméleti és numerikedeleket 1asd példaul [Guyer és
Johnson, 2009], valamint [Capriz és Mariano 20@7Gapriz et al. 2008].

A szemcsés kdzegek folytonos leirast lasd még [QW@@00], [Herrmann et al. 1998], [Kolymbas,
2000], [Nedderman, 1992], [Revuzhenko, 2006] [Ristd000].

A matematikai fizika primer és dualis egyenletreiének a térben értelmezbi@rimer és dualis
celldkkal valo kapcsolatat [Tonti, 1972] mutatja Beszemcsés kdzegben az alakvaltozast és a fe-
szlltséget a szemcseszerkezetben értelnteziriik és dudlis cellak, érintkezési pontok ésangh
tovabbi geometria fogalom segitségével fogalmapza[Bagi 1996]. A szemcsés kézegben az anyagi
Osszefliggéseket explicite nem irja fol, hanem megés kdzeget a rudszerkezetek elméletében meg-
szokott kozelitésmdddal irja le, ezen belll az sggmemcsékre és az egyes szemcsék kapcsolatara
nézve haszndl fel anyagi dsszeflggéseket. Végersdme lokalis — érts: szemcsénként, szemcsék
érintkezéseiben — jellemzédgpfigyelembe véve az egyes érintkeszemcsék egymason torééeifor-
duldsat, globélisan irja le a kdzeg viselkedésatmBlisan a kdzeg egészére anyagi 6sszefiiggés fel-
irasara nincs sziksége [Bagi, 2005]; jelen tanuftiméim ehhez hasonlé megkozelitést javaslunk, bar
mi nem tekintjik rugalmasnak a szemcséket, és e&intjilk rugalmasnak a szemcsék kozotti kap-
csolatot sem.

A kontinuum kinematikajanak Uj leirdsara tett Kist&t [FUl6p 2008]. A megkozelités egyik Gjdon-
séga, hogy az alakvaltozast mint folyamatot érteirée az alakvaltozasi tenzor meghatarozasara egy
differencialegyenletet javasol.

Az izotrop kontinuumok anyagtérvényét [Van és Asgza?2006 és 2008] fogalmazza meg ugy,
hogy a kutatds sorandéddrbe helyezték a termodinamikai megkdzelitést.eknegyik kdvetkezmé-
nyeként nem alakvaltozas-fesziiltség diagrammotermasiakvaltozas-fesziltség tartomanyokat nyer-
nek. Ekkor j6l értelmezhéta reverzibilitas és az irreverzibilitas, a rugatnéa a képlékeny alakvalto-
z4s z6naja, valamint értelmezhettorés is.

A jelen tanulmanyban az anyagtdrvényeket a folyssag és a diszkrétség szerint fogjuk attekinte-
ni: milyen szerepe van a folytonossagnak és disazighek, 6sszhangban van-e a fizikai viselkedés az
alkalmazott matematikai modellel. Végul vizsgabaigyava tesszik azddzerepét az anyagegyenle-
tekben.

5.2 A statikai hatarozottsag és hatarozatlansag kérdése

Az anyagegyenletek, vagy masképpen fogalmazva yagtirvények, alapvéen a bel§ ek és at-
rendesddések, illetve feszlltségek és alakvaltozasok kibképcsolatokat adjak meg. Ezek a kapcso-
latok teszik lehdivé, hogy a probléma egyik oldalanak ismeretéberasikholdalt is meghatarozzuk.
Trivialis példa, hogy egy rudat, ha adotiel hizzuk meg, akkor az anyagi viselkedés fligggban
hatarozhatjuk meg a rud alakvaltozasat. Forditaasimerjik a rad alakvaltozast (pontosabban annak
torténetét), akkor az anyagi viselkedés fliggvénydimarozhatjuk meg, hogy milyen kéilersk ha-
tottak a radra és milyen bélersk — feszlltségek — ébredtek benne.

A példa trivialitdsa egyrészt az egyszenechanikai allapot felvételéh és abbdl tényll fakad,
hogy a rendszer statikailag és kinematikailag loatdt.

Az anyagegyenleteknek még egy fontos szerepikaatatikailag hatarozatlan rendszerben lehe-
téveé teszi az egyensuly meghatarozasat.

5.3 Az anyagtorvényellr atrendezddés esetén
A szemcsehalmazok vizsgélat soran az alabbi fedekkel élink:

— a szemcsék szigoruan konvexek — tehat a szemosm@eek, mint fellletnek, a gorbulete sehol
sem tinhet el, azaz a szemcse sem sik felllettel nemdiaafd, sem a fellletén egyenes szakasz
nem megengedett,

— aszemcsék abszolut merevek,

— aszemcsek szarazak, azaz nincs kdzottik sem &lyadm ragaszto,

— két szemcse érintkezése soran nem hatol egymasba,

— két szemcse kdzott csak akkor [ép fel bals, ha a szemcsék érintkeznek,

— aszemcsek érintkezési pontjaiban surloddsnem ébred,

— a szemcseék érintkezési pontjaiban csak nyoénéered,

— az érintkezési érhatasvonala méleges a két érintkézszemcse kdzos érittikjara,

— amennyiben a szemcsék érintkezése nimijszaz érintkezési éris megs#nik,

— a szemcsehalmaz a kezdeti allapotban egyensulydanazaz minden szemcse egyensulyban
van,
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— aszemcseék az egyensuly bealltahoz elmozdulnaké&gym szikség szerint atrendlizek,
— az egyensuly bedllasa soran a szemcsék nem gyaksuln
— aszemcseék a ra hat®@khatasa alatt nem térnek két vagy tébb darabba.

A feltevések kapcsan jelezzik, hogy ezeket, marmieltevéseket, a logikai érvelés soran hol nyil-
tan, hol hallgatélagosan kihasznaljuk. Megjegyez#idgy a feltevések tobbségét hallgatélagosan a
folytonos kdzegek mechanikai viselkedése soraeligmbznaljuk, legfeljebb nem foglalkozunk azzal,
hogy a levezetés egy-egy lépésénél valamilyenvigdteel éltink, tobbnyire nyilvanvaldnak tartjuk.
Természetesen a szemcsesékbgddod feltevések a folytonos modellre nem vonatlak, ott azzal
analdg, a folytonossagra vonatkozo feltevések kekii- kellene kertlniik —&érbe.

Az abszolat merevnek tekintett szemcsék eseténdszernek statikai szempontbél valé hatarozott-
sdga kovetelményként fogalmazédik meg. Megjegyezhtigy még statikailag tulhatarozott lehet a
rendszer, bar ez tébbnyire egyltt jar a kinematikaérozatlansaggal. A tovabbiakban megadijuk a hi-
potézis tartalmat.

A két-, illetve harompontos feltdmaszkodas hipa@zsikbeli szemcsehalmaz minden szemcséje két
masik, a térbeli szemcsehalmaz minden szemcséph@idsik szemcsére tAmaszkodik fel. A tama-
szok szama az atrendel&s soran nemshet, megengedett, hogy csokkenjen.

A feltevésnek tébb kdvetkezménye is van. Ezek &Hi@©k:

— egy sikbeli szemcsehalmazban egy szemcsére (lgbelkét masik, és egy térbeli szemcsehal-
maz minden szemcséjére (legfeljebb) harom masiledakodik fel (a kivételeket a szemcsehal-
maz szabad peremén észemcsék adjak),

— kozel azonos ménetszemcsékdl korlatozas nélkuli térfogatl szemcsehalmaz akidth

— egy térbeli irAnyban ,rétegenként” csak novekedgy csokkeé nagysagu szemcséltalkotott
szemcsehalmaz abban az iranybdl korlatos lesz,

— gyakorlatilag csak véges szamu szemékéhd halmaz egyensulyi helyzete hatarozhaté meg.

A feltevések és kovetkezményeik nem zarjak ki, hogy

— atédmaszok szama csdkkenjen, hogy
— egy sikbeli szemcsehalmazban az egy szemcsévilezirszemcsék szama hat, illetve, egy tér-
beli szemcsehalmaz az egy szemcsével ériitkegmcsék szama tizenkekegyen.

Ez utobbi kapcsan jelezzik, hogy pl. korok és gdmisietén (kdnnyen) lehet ilyen elrendezést ér-
telmezni. A két-, illetve harompontos feltamaszi®d@otézise éppen azt mondja ki, hogy ilyen el-
rendezés nem jon létre, illetve ha létrejon, akkaikbeli szemcsehalmaz esetébendketttérbeli
szemcsehalmaz esetében hat érintkezési pontbaghbrech bel§ er5. Szigortan véve ebben az elren-
dezésben a szemcsék deformacidja okan ébrednéektbeszaz érintkezési pontokban is érintkezési
erék, de éppen ez a hipotézisink Iényege, hogy ezekbearsetekben is eltekintliink ezgldz érint-
kezési efktsl. Okként, magyarazatként azt hozzuk fel, hogyenszsehalmaznak a szemcse alakval-
tozasabodl eredméretvaltozasa tbredéke a szemcsehalmaznak assdesgymason tortérelmozdu-
lasaibdl, atrendézéseildl eredd méretvaltozasdnak. Amennyiben a két-, illetve hdrontos
feltamaszkodas hipotézisében foglaltakndl tobhtléeaési pont jon létre, és minden érintkezési pont-
ban érintkezési ét kivanunk értelmezni, akkor a két-, illetve haramfws feltamaszkodas hipotézise
nem teljestl és a szemcsehalmazt nem elégenerev szemcsék halmazaként, hanem egyduttal
kontinuum tulajdonsagokkal is rendelkedeformalhat6 szilard szemcsék, esetleg defornialkep-
csolatokkal rendelkézmerev vagy deformalhaté szemcsék halmazakénk&edini.

Megjegyezzik azt is, hogy jeléist szamu szemcse esetén valamiféle kontinualissiafrdra van
szlkség. Ebben az esetben a tomorddés valtozas@esi, vagy inkabb csuszasi fellletek kialakula-
sa lesz az anyagegyenletek mechanikai tartalma.

A tovabbiakban megvizsgaljuk az egyensulyi és amaegyenleteket a két-, illetve harompontos
feltamaszkodas hipotézisének teljesitlése mellgy. &vvellnk, hogy a felll Iévszemcsék ratdmasz-
kodnak az alul lé8k szemcsékre. Ennek megféleh egy szemcséhez viszonyitva a feletté |¢e-
herként” jelentkezik, az alatt 16yedig ,tamaszként”. Ezt az ismeretlenek és azoghaarozasara
szolgalo egyenletek szamanak meghatarozasanaikdigpzelembe.

A vizsgalat targyava a ,kozépen” elhelyez&estemcsét tesszik (12. 4bra). Meghatarozzuk az isme
retlenek szamat és azokat az egyenleteket, amelyakkismeretlenek meghatarozhatok, vagy, ha ugy
jobban testszik, azokat az egyenleteket, amelyaketmeretleneknek ki kell elégitenilk.

Az ismeretlenek

A vizsgalt szemcse helye és helyzete. Sikbeli flzah a stlypont két koordinataja édtlietetlen-
Ségi inerciatengelyek egy szdgvaltozdja a kitumteédeordinatarendszerben. Térbeli feladatok esetén
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a sulypont harom koordinataja ésstehetetlenségi inerciatengelyek harom szégvaltaa djisiintetett
koordinatarendszerben.

Az érintkezési pontok koordinatai. Sikbeli feladatlkét pont, pontonként két koordinata. Térbeli
feladatok esetén harom pont, pontonként harom kadtal

Az érintkezési pontokban ébiedrok. Mivel a normalisok ismertek, ezért a ldedsok iranya adott,
minddésszesen egy skalar mennyiség — égedtor nagyaga — az ismeretlen. Sikbeli feladatkén
vektor egy-egy abszolut értéke. Térbeli feladatsdt&n harom vektor egy-egy abszolut értéke.

E

12. abra.A szemcsék elhelyezkedése a halmazban a kétveilldrompontos feltamaszkodas hipoté-
zisének teljestilése mellett

Az egyenletek

A tdmaszpontok koordinatai kielégitik a tamaszt adémcse fellletének egyenletét. Sikbeli feladat-
ban mindkét érintkezési pont ad egy-egy egyenlgétabeli feladatok esetén mindharom pont ad egy-
egy egyenletet.

A tamaszpontok koordinatai kielégitik a vizsgakmzse fellletének egyenletét. Sikbeli feladatban
mindkét érintkezési pont ad egy-egy egyenletetbdléfeladatok esetén mindharom pont ad egy-egy
egyenletet.

A vizsgalt szemcse normalisa az érintkezési poraoldgybeesik a tamaszszemcse normalisaval az
érintkezési pontokban. Sikbeli feladatban mindkéttiéezési pontban ad egy-egy feltételt. Térbeli
feladatok esetén mindharom pont ad két-két fettétel

Az egyensulyi egyenletek. Sikbeli feladatban kétl&kegyenlet az ékre nézve és egy egyenlet a
nyomatékokra nézve. Térbeli feladatok esetén mineidkre, mint a nyomatékokra nézve harom-
harom skalar egyenlet.

Az Osszesitést tablazatos formaba adjuk meg.

1. Tablazat
Ismeretlenek Sikbeli Térbeli
a szemcse helye 2 3
helyzete 1 3
a tAmaszpont helye 2x2 3x3
az ebk nagységa 2x1 3x1
Osszeser| 9 18
Egyenletek
pont a tamaszon 2x1 3x1
pont a szemcseén 2x1 3x1
a normalisok egybeesése 2x1 3x2
egyensuly ek 2 3
nyomatékok 1 3
Osszeser| 9 18

A tablazatban szergpkzamadatok igazoljak, hogy a két-, illetve harontps feltamaszkodas hi-
potézise mellett a szemcsehalmazok statikailagdwitt mechanikai rendszert alkotnak.

Megjegyezzik, hogy a szemcsehalmazra nézve nébaaplti feltételnek kell teljesilnie ahhoz,
hogy a szemcsehalmaz val6ban statikailag hatartemten. Ez egyik, hogy a halmazra nézve perio-
dikus peremfeltételeket adjuk meg (13. abra). Mgaské fogalmazva, hogy a halmazok peremszem-
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cséi is két, illetve hdrom ponton tAmaszkodjanakEe egyuttal azt is jelenti, hogy az edénybe &ely
zett szemcsehalmaz esetén a peremfeltételek sziikieen, a halmaz kinematikailag hatarozatlan és
statikailag talhatarozott lesz. A masik, hogy ansesehalmazban csak kozel egyforma nagysagu
szemcsék lehetnek: a sok kicsi szemcse egy nagil kiialaban statikailag hatarozatlan halmazt
eredményez. Megmutathatd, hogy létezik olyan gedanatlrendezés, tehat olyan tamaszrendszer,
amely mellett a halmaz, mint mechanikai rendsz@&tjksilag hatarozott — érts: az ismeretlenek és
egyenletek szama megegyezik. Formalisan a halmazésgén — tdébbnyire a nagy szemcse maga —
statikailag hatarozatlan — statikailag a megengédigetobb tamasza van —, a masik részén tulhataro-
zott — tébbnyire a nagy szemcsével egy-egy pontotkézs kis szemcsékre gondolunk. A statikai ha-
tarozatlansadgot nem a nagy szemcse alakvaltoz&sléja fel, hanem a nagy szemcse olyan geomet-
riai elhelyezkedésével, amely soran ugy fésik&l be a nagy szemcse a kis szemcsék alkotta
tAmaszokra, hogy az azokban éléredk éppen egyensulyozzak a nagy szemcsére hékétefl4.
abra).
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13. abra.Periodikus peremfeltételek és a két-, iI-lA.'.' ak,)ra. Eeg nhagy szerpcse sok kis szsemcse K-
z06tt és a két-, illetve harompontos feltamaszko-

letve harompontos feltamaszkodas hipotézise .
das hipotéezise

A két-, illetve a harompontos feltamaszkodas hipstének a kdvetkezménye az, hogy a szemcse-
halmaz egy adott terhelés egyensulyozasara felegsadott terhelésnek megfélegyensulyi elren-
dezdést. Kovetkezésképpen, minden terheléshez masasgyensulyi elrendédés tartozik. Ebl
a szempontbdl a szemcsehalmaz ¢wégileg tér el a szilard testek rogzitett pontokapcsolodd
rendszeré: egy kinematikailag hatarozott rendszerben a hiidid terhek legfeljebb kilonbéz
alakvaltozasi formékat valtanak ki, de a rendsimeinek egyméashoz viszonyitott helyzete nem val-
tozik meg. A kinematikai hatarozatlansagban a kdtrel és a kotélhaldkra, illetve a radlancokra és
rudlanc-halokra emlékeztet: azok is a terhelésvé@ggében veszik fel az egyensulyi alakjukat (lasd a
15. abrat). A kett kozott meégis vagy egy lényeges kulonbség, példéleyy, a két végen
felfliggesztett kotelet vesziink: a gravitacios terbdeterhelés utan visszaall a gravitacios téte |
lemz5 egyensulyi alak, a lancgdrbe. A szemcsehalmarhlelies utan tobbnyire nem valtoztatja meg
az alakjéat, tobbnyire az adott tehernek megfetglyensulyi elrendédésben marad. Gondoljunk pél-
daul arra, hogy egy col6pot belenyomtunk a homoklzakivessziik a colopot, akkor egyidtan a
lyuk ugyan ,begyogyul”, de nem az eredeti allagbhélyre.

Ennek okan jelezzik, hogy talajt nem lehet rugalwisslkedés anyagnak tekinteni. Ennek fényé-
ben a rugalmas agyazasu gerenda, lemez kifejeaksiazszempontbol félrevesethibas.

Megjegyezzuk, hogy a szemcsehalmaz az érintkerésisrerével, a kinematikai és egyensulyi
egyenleteivel a rudszerkezetekkel mutat struktsitd@isonlésagot. Ennek a hasonlésagnak a részletes
kimunkalasa egy masik tanulmanyra marad. Megjedyezzogy ismertek a rudszerkezeti analégia
szerint kidolgozott numerikus modellek pl. [BagiOZ0).

A szemcsehalmazban a két-, illetve a hAromponttiriaszkodéas hipotézisének teljesilése mellett
anyagtorvénydl nem beszélhetliink. Az anyagtorvény, mint az egylghgialakulasat biztosito jelen-
ség nem mas, mint az, hogy a szemcsék addig fokagmanason, mig a tAmaszpontokban olyan ira-
nyd ebk ébrednek, hogy a szemcseék kilon-kulon egyensligtok legyenek. Ez gidésében azt je-
lenti, hogy egymason fészkelnek, a szomszédossagi viszonyok nem valtoznakcga Aenasodik
lépésben azt jelenti, hogy atrendézek, azaz a szomszédossagi viszonyok is megvakoBEnnek
soran tomorodhet a szemcsehalmaz, de lazulhattiamArddés végallapota a befesziilés, amikor mar
atrende#idésre nincs lehéség. A lazulas végallapota a széthullas, amikor &é@nde&désre nincs
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lehetség, mert a szemcsehalmaz elemeire hullott szétefacsehalmaz egyedi tulajdonséaga itt nyil-
vanul meg igazan: egy masik jelieterhelés hatasara a tomoér szemcsehalmaz felldzathalemeire
széthullott halmaz dsszeallhat Ujbdl halmazza &n@rédhet.
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15. abra. A kinematikai hatarozatlansag kotélnél és szenatseznal

A témorodés és a széthullas mellett emlitésre nétendeddés a halmaz egy részének egy masik
részen tortéh elcsuszasa. Ezt szokas nyirasként, elnyirodaskeaitmezni, hasonléan a folytonos ko-
zegben lezajlo jelenséghez. A szakkifejezést félzetinek tartjuk. Példaként egy halomba rakott hal-
mazt tekintunk, amelyet felidr névellink szemcsék hozzdadasavalnk&nt a halmaz egy-egy része
lecsuszik a halmaz oldalan (,lavinaképgs”), de ezt senki sem nevezné nyirasnak. Padjg@snak
nevezett jelenség pont az imént emlitett csusz&shol

A tovabbiakban més jellégatrendeédéseket emlitink meg. A példakat a fémek képlékeayg-
munkalasbol vesszik. A kivalasztott atrertdisek: zomités, hengerlés és huzés. Ez utdbbinezeté
szakadast is abrazoljuk sematikusan (16. &bra).

16. abra.Atrendesdés: zomités, hengerlés és hlzas szakadassal

5.4 Az anyagtorvéenye8l alakvaltozas esetén

Az alakvéltozasokat sajatossdgaik alapjan kildkigli A tehermentesiilés utdn az eredeti alakot
visszanyef anyag alakvaltozasa rugalmas, a maradd alakvétteiazenved anyag alakvéaltozésa
képlékeny. A kulonbdy idealizacionak megfeléén beszélink idedlisan, vagy tokéletesen rugalmas,
vagy képlékeny anyagrol, rugalmas-képlékeny anyagrelkeményedés jelenségirA rugalmas, a
képlékeny és a felkeménytediselkedést jellemzszakaszokat egyenessel szokas kozeliteni.

Az alakvéltozasok val6jaban nem idealisak, ezdkégéhet) a hiszterézis jelensége mind a rugal-
mas, mind a képlékeny viselkedés esetében. Ezéih kdwnnak idben lejatsz6do alakvaltozasok, at-
rendeddések. llyen a kuszas (ad@rtéke allando, az alakvaltozas$ s az ernyedés (az alakvalto-
zas ertékeét rogzitve tartjuk, a bk értéke csokken.)

Az elmondottakat altalaban feszlltség-alakvaltosiy eb-nyulas diagrammon szokas abrézolni,
lasd a 17. 4brat. A nyilak a felterhelés és alhetiés sordn nyert agakat jelzik.

Az alakvaltozasoknak azdben tortéd lezajlasa és az anyagot alkotdé atomok (és/vaggkntik)
elrendezésének topoldgiai rendjének a megmaraliébee meg nem maradasa kozott kapcsolat van.
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Ugyanakkor mindketit tekinthetrdk kisérleti tények is. Etspillanatra néépont kérdésénekinik,
hogy melyik allitast fogadjuk el kisérleti tényneadg akkor a masik allitas az elfogatott, a ,kigérle
tény” alapjan ,igazolhatd”. A szetzallaspontja szerint a fenomenoldgiai elméletbealak megval-
tozasanak a makroszkopikus észlelése soran tethliaeidds, hogy az alakvaltozadlen allando,
vagy valtozg, tekintertikisérleti ténynek.

Az anyagot alkoté atomok (mechanikai szempontbtd)vaszthatatlansagabol, valamint a gyakor-
lati 6sszenyomhatatlansagabdl kdvetkezik, de a kamggrammok alapjan is vilagos, hogy az egyetlen
olyan alakvaltozas, amely a topoldgiai rend megtarimellett megy — mehet — végbe, az a tokéletesen
rugalmas alakvaltozas. A tébbi alakvaltozas sorémpaldgiai rend nem marad meg. Jelezzik, hogy
az atrenderlés és a topoldgiai rend megvaltozasa kifejezésgnas szinonimajaként alkalmaz-
zuk.
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17. dbra.Az alakvaltozasok grafikonjai:
a) tokéletesen rugalmas, b) linearisan és tok@ertagalmas, c) merev és idedlisan képlékeny; d) li
nearisan és tokéleten rugalmas idealisan képlékiedjisan felkeményéd e) rugalmas hiszterézis, f)
képlékeny hiszterézis, g) lassu alakvaltozas: lejdpalassu alakvaltozas: ernyedés

A rugalmas alakvaltozastdllen valtozatlannak tekintjuk. Pontosabban, a feiés alatt, a felter-
helés sebességével dsszhangbaitglidiiggéen alakul ki a rugalmas alakvaltozas, de rogziedter
mellett az alakvaltozas nagysaga mar nem valtézikigzitett topoldgiai rend és azblgen valtozat-
lan alakvaltozas 6sszhangban van.

Az id6ben lezajlodo alakvaltozasokat Ugy értelmezzikyleotestre rogzitett értékeher hat, vagy
az alakvaltozast valamely rogzitett értéken tartfgk alapjan kijelenth&t hogy az idben lezajlé
alakvaltozas — az anyagot alkoté atomok mar ernbitetthatatlansagabdl, valamint a gyakorlati 6sz-
szenyomhatatlansagabdl kovetkezik, hogy — csalpaldgiai rend megvaltozasaval, azaz az atomok
atrendeédésével mehet végbe.

A képlékeny folyas — a neve is mutatja 6bdn lezajlédé folyamat. A képlékeny alakitas soran,
tébbek kozott, ezt ki is hasznaljuk. Ugyanakkotéplkkeny alakitds sordn nem az egész test van kép-
Iékeny allapotban, hanem annak csak egy kicsirgeréshol az alakitdé szerszamok Iétrehozzak a kép-
Iékeny folyashoz szikséges feltételeket, majd émpéulyas miatt az alakitdé szerszambdl (henger,
prés) kikerlb anyagrész egyuttal a képlékeny folyas feltétadeiikis kikeril, viszont az alakité szer-
szam kozé bekerdilanyagban egydttal a képlékeny folyas feltételdiatakulnak. Ezért a keplékeny
alakitas soran az alakitast elszerivazbt [épésil 1€épésre alakul at. Altalaban, a rugalmas-képlgken
viselkedés testben a ra hato terhek hatasara mind rugalmad, képlékeny zéna kialakul. Ugyanak-
kor a képlékeny folyas akkor és csak akkor alakulhyeha a test egy teljes keresztmetszetében-létre
jon a képlékeny allapot (raadasul homogén, hogyagds végbemehessen), kilonben a rugalmas al-
lapotban 1€ rész — és idtdl fuggetlen alakvaltozds — nem teszi lélvét hogy a képlékeny folyas
végbemenjen. Gondoljunk példaul egy hajlitott tart@melynek a fetsés als6 dve képlékeny alla-
potba kerul. A képlékeny folyas nem alakul ki, megerinc annak rugalmas alakvaltozadsa miatt a tar-
ténak egy szilard, merevnek tekinthégyakorlatilag nem deformalédd) ,magjat” alkotja.
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A hiszterézist anyagszerkezetileg Ugy értelmezadgy az alakvaltozasnak van olyan része, amely
a tehermentestlés soran rugalmasan nfieggszde van olyan is, amely maradandd — képlékany,
rendesddéssel végbemén- alakvaltozasként szenvedi el a test.

Az anyagtorvényt, az anyagi viselkedést — mintearefbb oly sokszor megtettik — az anyag szer-
kezetének véltozasaval igyeksziink ,magyarazni”’yviagadbb szemléltetni. Egy adott anyagu test va-
lamely adott terhelés és adott peremfeltétel melletelkedésének az&kjelzéséhez az anyagtorve-
nyeket alakvaltozas-fesziltség fluggvénykapcsolamdgaban kell tudni megfogalmazni. Ezzel
szemben a kisérleti eredmények tébbnyire ponthddémiznéhany esetben a szakitogép altal rajzolt
grafikonként allnak a rendelkezéslinkre. Végul iseperték-feladat megoldasa soran a kisérleti
eredményeket valamilyen egysizematematikai fuggvénnyel kozelitjiuk. Az idedlis atieacié az
egyenessel valb kozelités, ennek felel meg azigdaaEs linearisan rugalmas, ideélisan képlékeny és
a idedlisan és lineéarisan felkeményadselkedés. A mért értékek valdjdban sosem esgglegye-
nesre. Akkor felveidik az a kérdés, hogy vajon milyen fuggvenykapdbala van, milyen fliggvény-
kapcsolatban lehet a feszliltség- és az alakvattrzas. Altalanossagban nem lehet a kapcsolat jel-
legét megadni.

Szikitve az altalanossagot, tegyik fel, hogy a viasg@dyag izotrop. Tegyik fel, hogy a flggvény-
kapcsolat Taylor-sorba fejtiietEkkor a tenzorokra vonatkoz6 Cayley—Hamiltonitétéelmében ele-
gend a nulladik, el§ és masodik hatvanyt figyelembe venni, a magasablkahyok ezekkel egyér-
telmiien kifejezheik. Ezen flggvénykapcsolatok vizsgalata vezet améxggzett integralhatésagi
feltételekhez. A problémét réviden vazoljuk, részbebben lasd [LAmer 2007a és 2007c].

A feszliltség- és alakvaltozastenzorok kozoétt — lggmpizotrop anyagot feltételezve — a Cayley—
Hamilton-tétel értelmében legfeljebb harom fliggetgyitthat6 allhat fenn. Egyfajta potencialitast —
hipoelasztikussagot — feltételezve az egyutthardkns ketire csokken. Ezt ugy is megfogalmazhat-
juk, hogy hipoelasztikussagot feltételezve az anyaglkedés linearis, hipoelasztikussag nélkil pe-
dig nemlinearis. Az integralhatosagi feltétel azadehetséggel kecsegtet, hogy kekontra harom
kozotti ,valasztas” tisztdn matematikai alapon elth@t. Mint arra az ETTE altal Kizétt feladatara
benyuijtott palyartibsl (lasd a fentebb hivatkozottimet) kideril, az integralhatoségi feltételek nem
alkalmasak a felvetett kérdést eldonteni: az irdtibgtosagi feltételeld az kovetkezik, hogy a meg-
oldas strukturaja megegyezik a kiindulasi egyesirtktirajaval. Ezért a megoldando feladat helyett
egy azzal egyenértékkapunk. Az integralhatdsagi feltételeket, [Gohitatt 1955 és 1969] utan, az
allapotérben kell integralni azért, hogy a néhaogtpn mért anyagallandok értékét az allapottér mas
pontjaira lehessen kiterjeszteni.

Végil réviden kitériink néhany folytonosnak tekihtest anyagi 6sszefliggéseire.

A tapasztalat alapjan a gazokban, a folyadékokiéglhemed alakvaltozasok és atrendeZsek, a
folytonosnak tekintett szilard testekben a ,hagygaltnas alakvaltozas”, ,folyas tipusu alakvaltozas”,
valamint az ,atrenddézléssel létrej6tt alakvaltozas” Gjraépiditrendeddéssel megy végbe.

A gazok esetében az anyagegyenlet a térfogat @akhoa vonatkozik és azt a nyomas fliggvénye-
ben adja meg. (Admérséklet hatasatdl eltekintiink.) Ezt az egyenk@tapotegyenletnek szokas ne-
vezni.

A folyadékok esetében, hasonléan a gazokhoz, aagegyenletet egy allapotegyenlet form4jaban
irjuk fol, amely a folyadék nyomasét és a térfogibzasat kapcsolja 6ssze. (dnhérséklet hatasatol
itt is eltekintiink.) Ugyanakkor a folyadékok gyakatilag dsszenyomhatatlanok. A fenti egyenletet
nagysebességaramlas esetén szikséges figyelembe venni.

A viszkozus folyadék és a rugalmas szilard teseelptrendszereiben a kdvetkdormaban jelen-
nek meg az anyagegyenletek. A viszk6zus folyadékéasa nyiréfesziltségek és a nyirasi alakvalto-
zasok kdzott adunk meg anyagtorvényt, a rugalnsekesetén a normalfesziltségek és nyulasok ko-
z6tt is.

5.5 Kitekintés a racskontinuumok anyagi 6sszefliggéseire

A tanulmanyban eleddig vagy folytonos vagy diszkefidszerekil esett szd. A folytonosséagot és
diszkrétséget a topoldgiai rend megmaradasawetyéimeg nem maradésaval jellemezhetjuk réviden.
Mindemellett |étezik olyan rendszer is, amelybenatami-molekularis vagy annal nagyobb léfitek
strukturalis kialakitdsa alapjan folytonosnak téhkats — a struktiraban az atomok és/vagy molekulak,
illetve az anndl nagyobb Iéptéktruktiraban a rend megmarad —, de a viselkedésé&bmak olyan
elemek — a szomszédos elemek nem csak kollekttebdi azonos iranyba mozdulnak el, hanem
egyedien, egymasra is —, amelyek a diszkrét jdllegegsulyozzak. Ezek a racskontinuumok.
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A racskontinuumok értelmezés szerint egy racshtlégamopontjaiban @ldiszkrét elemek hal-
maza, az egyes diszkrét elemeket meghatarozokezatek (keretek, racshéjak, cellas szerkezetek)
vagy ebk (kristalyracs) kotik egymashoz. A racskontinuurantértelmezés soran el kell latni anyagi
osszefliggésekkel: meg kell adni, hogy az egyepoatskban il részecskék hogyan kapcsolédnak a
szomszédos, a masodszomszédos, netan az attélabbgasndben szomszédos elemekkel. Ekkor a
racskontinuum anyagegyenletei levezetkgpontosabban levezetdikd ahogyan a diszkrét rendszer
folytonos leirasara sorfejtést alkalmazunk, ugyolgtbnos leirdsban az anyagi 6sszefliggéseket az
eredeti, a diszkrét anyagi elrendezésre vonatkogagh 6sszefliggések sorba fejtedétapjuk meg.
Megjegyezzik, hogy ez egyuttal letwed teszi, hogy a racskontinuumok anyagi alland@gnataroz-
zuk. Megjegyezzik azt is, hogy ébla szempontbdl a sok szaz anyagi allandot nenkkakrni, nem
is lehet, hanem le kell vezetni (lasd [Kunyin, 1pTbamer, 1984a]).

6 OSSZEFOGLALAS

A tanulmanyban vizsgélat targyava tettiik az anyaglkedés folytonos és diszkrét modellezésének
kérdéseit. Ennek soran attekintettiik az anyagikeseés haromd fogalom-csoportjat: az atrendez
dést és alakvaltozast, a hiebsot és feszlltséget, valamint a Kekihzotti kapcsolatokat. Az attekintés
soran mindig a fizikai jelenségbindultunk ki. Ezt kbvette a matematikai leiras/eg Iépéseinek a
jellemzése. Végul megvizsgaltuk, hogy a fizikaejedég és matematikai modell milyen kapcsolatban
all egymassal. A vizsgalodasokat altalanossagbaalit&tiv jellemzésként végeztik: figyelmiinket a
topologiai rend megtartasara, illetve meg nem saré forditottuk. Ennek kapcsan arra irdnyitottuk a
figyelmet, hogy vajon az alkalmazott matematik&ide 6sszhangban van-e a topoldgiai viselkedéssel.

Mind a fizikai jelenségeknek, mind azok matematikaidelljeinek az ismertetése soran tébb oldal-
rél vilagitottuk meg a kulonbséget a diszkrét éalgtonos rendszer kozott.

A diszkrét rendszer — szemcsehalmazok — esetéhwezdttiik a kétpontos (sikbeli feladat), illetve
a harompontos (térbeli feladat) feltAmaszkodastégeét. Megmutattuk, hogy az igy nyert rendszer
statikailag hatarozott. Megadtuk azokat a feltekéseamelyek a szemcsehalmazoknak teljesitenilk
kell ahhoz, hogy a két-, illetve a harompontosaieiaszkodas hipotézisét bevezethessik. Megadtuk a
hipotézis kdvetkezményeit is.

A folytonos rendszer — deformalhatd szilard testsetében részletesen kitértiink az alakvaltozas
matematikai modelljére: az alakvaltozas a testlmrhbté 6sszes folytonos gorbe relativ megnyulasa-
val értelmeztiik. Megmutattuk, hogy éblkértelmezhet az alakvaltozas lokalisan. Megmutattuk azt is,
hogy a fenti definicié automatikusan valasztja szfetlytonos alakvaltozast az atrenélgestl.

Roviden kitértiink a racskontinuumok anyagi 6sszgdéggire is. Ramutattunk arra, hogy az abban
szerepd anyagi allanddkat nem kimérni kell, hanem az anhyegdszer értelmezésénél megadott
nemlokalis kapcsolatok anyagi allandéibdl kell iionos modellre valé attérés soran levezetni.
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