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Objektiv anyagfliggvények felé a reologiaban

Van Péter
KFKI Részecske- és Magfizikai Kutatointézet, Elméleti Fizika Féosztaly. vpet@rmki.kfki.hu

OSSZEFOGLALAS: A nemrelativisztikus téridé model 4 dimenziés formalizmusanak segit-
ségével kiszamitott objektiv idoderivaltak termodinamikai elméletbe torténd illesztését vizsgal-
juk. Segitségiikkel nemegyensulyi termodinamikai keretek kozott levezetjiik a reologia alap-
egyenleteit. Tiszta nyiras esetén kiszdmoljuk a viszkometrikus fliggvényeket.
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1 OBJEKTIV IDODERIVALTAK

Van és Asszonyi (2006)-ban megadtunk egy termodinamikailag megalapozott reoldgiai egyen-
letrendszert, de az objektivitas kovetelményét, azaz a kapott anyagi relaciok (fliggvények és dif-
ferencialegyenletek) vonatkoztatasi rendszer fiiggetlenségét csak félig-meddig vettiik figyelem-
be. Ebben az irasban az objektivitasi kovetelményt felhasznaléd valtozatot adunk meg, tekintettel
egy rendes, téridd modellekre épitett mechanika felépitésére. Az abszolut idoderivaltak nem
relativisztikus térid6 modell keretei kozott kapott formajat hasznaljuk a reoldgiai egyenletek
szarmaztatasara. A célunk megmutatni az abszolut idéderivaltaknak a masodik fotételben jat-
szott szerepét.

Matolcsi ¢és Van (2007) megadja az anyagi idoderivaltak (Lie derivaltak) adott kiilsé inercialis
vonatkoztatasi rendszerben észlelt formadit kiilonb6z6 tenzori rendii fizikai mennyiségekre. A
négydimenzios téridon értelmezett (nem relativisztikus!) négyes mennyiségekre alapozott tar-
gyalas néhany fontos kovetkezményét az alabbiakban tomoren megismételjiik.

A hagyomanytdl eltérden jelentds szerepe van annak, hogy megkiilonboztessiik a vektorokat a
dualis tér elemeitdl, a kovektoroktol. Masodik tenzori rendig bezardéan megkiilonbdztetiink
skalar, vektor, kovektor, tenzor, kotenzor, és kontra-kovaridns vegyes tenzor jellegli fizika
mennyiségeket. A szokdsos harmas vektorok és tenzorok a megfeleld négy dimenzids mennyi-
ségek térszeri komponensei. A derivalasok atvisznek a dualis térbe, tehat skalar derivaltja
kovektor és nem vektor, vektor derivaltja masodrendii jobbrol kovarians vegyes tenzor, illetve
kovektor derivaltja kotenzor lesz.

Példak:

1) A fesziiltség egy harmas masodrendli tenzormezd F e E®E. A négyesfesziiltség tér-
térszerii része.

2) A mozgasfiiggvény négyesvektoranak derivaltjaként kapjuk a négyes mozgasgradienst (adott
inercialis vonatkoztatasi rendszerben)
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ahol V,y, = H, a szokasos harmas mozgasgradiens, a mozgasfiigvény anyagi valtozokban
vett derivaltja (lasd példaul Van és Asszonyi 2006, 29-32. 0.). A négyes mozgasgradiens jobbrol
kovarians vegyes masodrendli négyestenzor, a szokasos mozgasgradiens jobbrol kovarians ve-
gyes masodrendii harmas tenzor H, e E® E.

Az anyagi id6derivaltak a kozeg szerinti derivaltak, azaz Lie-derivaltak. A Lie-derivaltak a ter-
mészetes matematikai eszkoz a fizikai mennyiség valtozasanak a kozeg mozgasatdl torténd el-
valasztasara. Hasznalatuk (tudatosan, vagy implicit médon) széles korben elterjedt a mechanikai
szakirodalomban. Példaul skalar érték(i mezd négyes Lie-derivaltjia az a szokasos
szubsztancialis derivalt. A Lie-derivalt csak a kozeg mozgasara vonatkozo informacidkat tar-
talmaz, sok esetben felirhatd olyan alakban, hogy csak a kdzeg adott vonatkoztatasi rendszerben
leirt mozgasara jellemz6 mennyiségeket tartalmaz, €s expliciten nem szerepelnek benne a leiras-
ra hasznalt vonatkoztatasi rendszer mozgéasanak paraméterei. Adott mez6 Lie-derivaltjanak for-
maja viszont kiillonbozik a kiilonb6zo tipust vektorokra és tenzorokra, illetve specialis a forméaja
magat a kozeg mozgasat leird6 mezokre (sebességmez0, sebességgradiens).

Megjegyzés: egy mezd vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen, tehat objektiv derivaltja altalaban a
kovarians derivalt. A kovarians derivalashoz nem kell kozeg. A kovarians derivalt adott vonat-
koztatasi rendszerben érvényes alakja viszont tartalmazhat a vonatkoztatasi rendszer mozgasara
vonatkozd informacidkat is (pl. a forgd megfigyeld szogsebességét).

Egy A jobbrol kovarians vegyes masodrendii harmas tenzormezd anyagi idéderivaltjanak (az
anyag mozgasmezodje szerinti Lie derivaltjanak) térszerli része a v sebességmezdvel jellemzett
kontinuumban: .

(1) A°=A-VV-A+A-Vv.

Itt a pont a szubsztancialis derivaltat jeloli.

Ha a sebességmezd nem id6fiiggd, akkor a jobbrol kovaridns vegyes masodrendi
harmastenzorok anyagi idéderivaltja térszerii. Viszont a mozgassal kapcsolatos mennyiségek
specialisak. Példaul a mozgasgradiens mezore (azaz a mozgasgradiensre lokalis valtozokban)
alkalmazva a fenti formulat azt kapjuk, hogy

H’=H-Vv-H+H -Vv=H.

mert Vv = HH ' és mert mindig a pillanatnyi konfiguracié a referencia konfiguracio, azaz a
megfeleld anyagi mennyiségeknek a =0 id6pontban felvett értékét kell hasznalnunk (tehat
H=H, =1,, illetve H™' =1 helyettesitéssel élink, ahol I, és I, az anyagi és a lokalis
egységtenzor).

A masik fontos példank a sebességgradiens anyagi idoderivaltja

) (Vv)' =VHH ")’ =...=VV-Vv-Vv.

vagyis a sebességgradiens anyagi derivaltja a szubsztancialis derivalt, minusz a sebesség négy-
zete, mert a tovabbi tagok kiejtik egymast.

Az L masodrendli harmastenzor iddderivaltja altalaban térszerii és felsaramléasos derivaltnak
nevezzik.

3) L'=L-Vv-L-L-(Vv).

Itt a T index a transzponalds jele.
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A tovabbiakban felvazoljuk, hogyan jelentkeznek ezek a derivaltak egy termodinamikai elmélet
keretein beliil, eljutunk a reoldgiai egyenletek egy 1j alakjahoz és megadjuk a kapott egyenlete-
ket egyszerli nyiras esetén.

2 ENTROPIAPRODUKCIO

A szokésos harmas mennyiségeken alapuld levezetés ugyan nem vonatkoztatasi rendszer fiig-
getlen, de egyszertsitésiink stacionarius esetben nem okoz hibat (lasd Van 2005).

Az entropiaprodukceid kiszamitashoz azt kell figyelembe venniink, hogy az entrdpia anyagfiigg-
vény. Skalar értéki fiiggvény, de a megfelelé mezok fliggvénye. Tehat anyagi idoderivaltjat kell
képezniink az entrépiaprodukcié kiszamitasanal. Tegyiik fel, hogy a lokalis egyensulyon tuli
kontinuum bels6 allapotat a belsé energia, a mozgasgradiens, illetve egy vele teljesen azonos
tenzori rendil bels6 valtozoé hatarozza meg, ekkor
$(e,H,E) = 95 0, O g0 +@g°.
Oe oH o§

Ennek megfeleléen az entropiaprodukcio levezetésének [Van & Asszonyi (2006)]-ban megadott
Iépéseit teljesen megismételhetjiik és az eredmény latszolag keveset valtozik, hiszen a
mozgasgradlens és a belso energla objektiv iddderivaltja (Lie derivaltja) a szubsztancialis deri-
valt H® = H illetve e’ = é:

1 os . os
To.=—q-VT+|F+pTH— |:HH ' — p—£° > 0.
s =74 ( p 8Hj P éé

A fesziiltség, ami a Cauchy -egyenletben jatszott szerepe alapjan masodrendii tenzormez (kont-
ra kontravarlans) itt vegyes tenzormezévé valik. Tehat FeEQ®E", koordinatisan

5 F7* _Ez azért van, mert a bels energiat a teljes energia és a klnetlkus energia kiilonb-
segekent irtuk fel, tehat S(eT -v*/2,H ﬁ) Az entropiaprodukcio kiszamitasakor ennek se-
besség szerinti derlvaltjat is kell kepeznunk ¢és a sebességnégyzetbdl attevodik a ko-kontra azo-
nositas (Van 2005). Ezért a zarojeles viszkozus fesziiltségben a két tag 6sszeadhatd. Viszont, a
Lie-derivalas - mivel az indexlehuzas konstans linearis leképezés - a fesziiltségre, mint térszerii
tenzorra hat.

Ennek megfelelden az Onsageri vezetési egyenletek a kdvetkezdek
16}
) F :(F+pTHa—;Ij =L'Vv-L"pE,

®) g = L’'Vv - L’ pt.

Itt F"a viszkozus fesziiltség. Ennek az egyenletnek az altalanos megoldasa a § dinamikai val-
tozo6 kikiiszobolésével, allando stirliséget feltételezve:

6) (F') - pLPL2 (L)' F =L/ (Vy)’ + p(L”U (L)' —L12L21)Vv.
Indexekkel is kiirjuk a fenti képletet:
(F*); - oL L (L), (FY),, =
Ly (0, v ) =PLEu Lo 8, LG L (L7 oy Lo 0.,

Az izotropiat ezen a ponton vessziik figyelembe, felhasznalva, hogy egy altalanos negyedrendii
izotrop tenzor harom filiggetlen anyagallandot tartalmaz. Indexesen felirva az altalanos alakot:

Uk/ 15 5 +l 0, 5 +l 5 oy
1 [ [
= ll 5(51‘1(5‘/1 +5i15jk)_§5ij5k1 +?(5ik5jl _5i15jk )"'?51‘]'5/(1 =

0
= llS,.jk, +ley.k, +I3Eijk,.
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A masodik egyenldségben a tenzor hatasat célszerlien csoportositottuk, leolvashato, hogyan hat
a fenti negyedrendii tenzor egy masodrendiire. Ezt jeloltiik az utols6 egyenldségben réviden: az
S? elsd tag szimmetrizal és nyomtalanit, az A masodik tag antiszimmetrizal, az E harmadik pe-
dig az egységtenzorral aranyos részt képez. Az S° =S —E, A és E tenzorok kzott érvényesek
a kovetkez6 azonossagok:

A:E=E:A=0, 4
S:A=A:S=0, Ay S,m =0,

S:E=E:S=E, EnS i = Ejuas

ijmn ™ mnkl

SOZE:E:SOZO’ SO En1nkl:Oykla
=0

ijmn Emnkl = Oijkl o

mnkl

ijmn
S*:A=A:8"=0 S, A4,,=0,,
E:E=E, A:A=A, S:S=S, S§°:8°=8°

Ennek megfelelden bevezethetjiik az L', L*, L és L' negyedrendii tenzorokra a kdvetkez
jeloléseket:

L' =18’ +kA+mE,
L"” =1,8° + k,,A +m,E,
L' =1,S" +ky, A +m,E,
L2 =18’ + k,A + m,E.

Itt nem irtuk ki az 6sszes megfeleld indexes alakot. Ez a forma azért célszerii, mert a fenti azo-
nossagok miatt igy konnyt az inverzet szamolni. PI.
L) = Loy larle
I ki m

Ekkor a fenti (6) vezetési egyenlet (figyelem, reciprocitasi relaciokat nem tételeztiink fel) harom
fiiggetlen komponensre esik szét, a nyomnélkiili szimmetrikus, antiszimmetrikus és a diagonalis
komponensek egymassal nem csatolodnak. Az egyiitthatokat atnevezve a [Van & Asszonyi
(2006)] 65-66. oldalakon torténd jelolésekhez hasonloan kapjuk, hogy

50
(7) Z'1(F<>) +F*° :2771(71d(70)50+7/so)9
(®) z'2(F<>)A+FA :2772(T2d(70)A+7A)a
9) r3tr(F<> )+ trF =20, (v, ,tr(y°) + try).

Itt ¥ = Vv a sebességgradienst jeloli, elhagytuk a F" viszkozus fesziiltség jel6lésébdl a felsé v
indexet és az SO , 4 fels6 indexek pedig a megfelel6 tenzor szimmetrikus nyomnélkiili €s
antiszimmetrikus részeit jelolik. A tovabbiakban megoldjuk a fenti egyenletrendszert egy konk-
rét aramlasi kép esetén.

3 STACIONARIUS EGYSZERU NYIRAS

Ezt az esetet targyalja példaul (Verhas 1986 137-138. oldal, illetve Bird et. al. 1977, 139-148
oldal) tobbféle modell és objektiv idoderivalt segitségével elemzi a kisérleti eredményeket. Az
egyszerl nyiras a reologiai egyenletek tesztelésének egyik alapkisérlete.
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Az anyag mozgasat a kovetkezo sebességgradiens tenzor jellemzi:

0x0
y=[000|
000

Az F fesziiltség Lie-derivaltja ebben a konkrét esetben:

ﬁ2+f21 f2 f23
F'=F-Fy' - F=F-x| f, 0 0
fn 00

Itt az fl.j stb. jelolés a fesziiltség komponenseit jeloli. A sebességgradiens Lie-derivaltja (2)
alapjan, figyelembe véve a sebességmez6 fenti alakjat:

v =y-yi=v.
Ezeket az 6sszefliggéseket behelyettesitve a fenti (7)-(9) egyenletekbe, a staciondrius megoldas-
ra (idéderivaltak nullak) komponensenként a kovetkezo egyenletrendszer adodik. (7)-bol:

f13+f31:0’ f32+f23:()a f3:f2’
S+ fo =2nk + 2k7, £,
fi =2k, + f,(1+2K7T)).
(8) kovetkeztében:
S = fa =2m,k, faut =0, fi=1s,.
(9)-bdl pedig
fi=-fo— it (i, + o)k

Ebbdl az egyenletrendszerbdl az adott aramlasi képet fenntartd fesziiltség meghatarozhato, az
egyenletrendszer megoldhato:

S =Su=Jn=05=0,

20,k (1, — 15)
E R P S —
3+ 2x°7, (7, —735)
3n,x
Jio = fo 420,k = g T1,K.

3+2x°r,(7, — 173)
Ezekbdl a fesziiltségértékekbdl a jellemzo viszkometrikus fiiggvények a kdvetkezok:

N 3
77:&: 2771 —|—772’
Kk  3+2x7°7,(r,—15)
Wy :fl_f2: 677171
: K’ 3+2K2T1(‘[1 —13)’
\P2:f2_2f3:0'
K

Az eredményeket roviden Osszevetjitk a Verhas-Jeffreys modell eredményeivel és a kisérletek-
kel is.
— A y viszkozitas Ostwald-szert.
— A nyomas nem szimmetrikus. A méréseknél ezt nem tapasztaljak (de ugy tiinik nem is
mérik).
— A harmadik viszkometrikus fiiggvény a mérések szerint kicsi, de nem pontosan nulla.
A Verhas-Jeffreys modellnél fele az elsének, ami annak egyik f6 hibaja.
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4 KOVETKEZTETESEK

A kisérletekkel torténd egyezés még kvalitative sem teljes, de bizonyos mértékig javitja a tiszta
korotacios Verhas-Jeffreys modell eredményeit. Ez azt mutatja, hogy az objektiv mennyiségek-
kel felépitett termodinamikai elmélet felé tett elsd 1épésiinket tovabbiaknak kell kdvetni. Nyil-
vanval6d hianyossaga munkanknak, hogy a termodinamikai erék és aramok a szokasos modon
nem egyértelmiick és nem is anyagi természetlick. Ennek figyelembe vétele valoszintileg valtoz-
tatni és remélhat6leg javitani fogja az eredményeket. Idofiiggd eset pedig a teljes vonatkoztatasi
rendszertdl fiiggetlen targyalast sziikségessé teszi.
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