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OSSZEFOGLALAS: A jelen eléadasban attekintjiik az izotrop, hiperelasztikus testek egyen-
sulyi entriopajaval kifejezett integralhatosagi feltételeket.
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1 BEVEZETES

A kontinuumok esetén a bels6 mechanikai allapot meghatarozasanak egyik feltétele a fizikai
egyenletek, azaz az er6 és az alakvaltozas tipusti mennyiségek kdzotti kapcsolat ismerete. A két
mennyiséget altalaban masodrendii tenzorként szokas modellezni. Ez esetben a két tenzor kozot-
ti kapcsolat tetszéleges formajat egyrészt egy matematikai — a Cayley—Hamilton-tétel —, mas-
részt, a fizikai oldalrdl, a termodinamika torvényei korlatozzak. Az elsé azt mondja ki, hogy a
fesziiltségi tenzor az alakvaltozasi tenzor nulladik, els6 és masodik (1étezik ettdl eltérd valtozat
is) hatvanyaval egyértelmiien meghatarozhat6. A termodinamika tortvényei szerint a fesziiltség-
nek az alakvaltozasi tenzor szerinti harom polinommal megadott kifejezésében szerepld egyiitt-
hatok kifejezhet6k valamely termodinamikai valtozonak az alakvaltozasi tenzor invariansa sze-
rint vett parcidlis differencialhanyadosaval. Ekkor a fentebb emlitett egyiitthatok nem
fiiggetlenek, mivel az integralhatosagi feltételeket ki kell, hogy elégitsék.

A fenti konstrukcio a XIX sz. végén ismert volt, bar nem volt szerves része sem a konti-
nuummechanikanak, sem a termodinamikanak. A XX. sz. kozepén tobb, kisebb-nagyobb ered-
mény sziiletett, de altalanos esetben a kérdés vizsgalata nem tortént meg.

Legtjabban Asszonyi és Van vizsgalta az izotrop, hiperelasztikus testek esetén, hogy a fe-
sziiltség-alakvaltozas Osszefiiggés az alakvaltozasban linedris, vagy négyzetes torvény szerint
tekinthetd elméletileg megalapozhatonak. Ennek soran a sorfejtésben szerepld egyiitthatokra
vonatkoz6 korlatozas 1étezésének kérdését tijra megfogalmaztak; Van-Asszonyi (2006).

Ezt kdveton az ETTE palyazatot tiizott ki a felmerdilt kérdés tisztazasara.

A jelen eldadasban ezt a kérdéskort tekintjiik at, kiilonos tekintettel az ETTE 1. sz. feladatara.
Ennek megfelelden ismertetjiik az ETTE 1. sz. feladatat, megvizsgaljuk a kontinuummechanikai
hatterét és rovid torténeti attekintést adunk. Ezt kovetoen ismertjiik a felvetett kérdésnek a szer-
z6 altal adott atfogalmazasat, mint integralhatosagi feltételt, valamint az elért eredményeket
(Lamer, 2007a). Végezetiil kitériink az ETTE 1. sz. feladatara beérkezett masik palyazat altal
valasztott matematikai utra (lasd Toth, 2007) is.
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2 AZETTE 1. SZ. FELADATA

Az ETTE 1. sz. kitlizott feladata a kdvetkez6 (lasd Lamer (2007/a), p. 5., az egyenletek eredeti
szamozasat megtartottuk).

Izotrop, rugalmas anyagt kontinuumok esetén — a Cayley—Hamilton-tétel figyelembe vételé-
vel —a feszﬁltségtenzor az alakvaltozasi tenzor nulladik, els6 és masodik hatvanyainak 0sszege-
ként irhato fel ugy, hogy a tagok egyiitthatoi — a tovabbiakban ezt fogjuk f;, (i = 1,2,3) fiiggvé-
nyeknek nevezni — az alakvaltozasi tenzor féinvariansainak fiiggvényei.

Hiperelasztikus testek esetén az f;, (i = 1,2,3) fiiggvények az s egyensulyi entropiafiigg-
vény (szabadenergia-fiiggvény) parcialis differencialhdnyadosaival irhatok fel. Ezekben az 0sz-
szefliggésekben mindharom f; fiiggvény szerepel.

Az ETTE 1. sz. feladata arra vonatkozik, hogy milyen feltételek mellett lehet az anyagtor-
vényt nem harom, hanem csak két f; fuggvénnyel felirni.

Maga a feladat fizikai indittatasu, hiszen az alakvaltozasok olyan Osszefliggéseit keresi,
amely Osszefliggések mellett az anyagtorvény mar nem az alakvaltozasi tenzor mindharom
féinvaridnsatol, hanem csak két (esetleg egy) f6invariansatol fiigg. Ugyanakkor a feladat meg-
fogalmazhato tisztan matematikai szempontbdl is. Ez a kovetkezo.

Adott az s fliggvényre az alabbi harom parcialis differencialkifejezés:
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Keressiik azokat az altalanos feltételeket, amikor pl. f; kifejezhetd f; (i = 1,2) segitségével,
fi =D, 0(f,, f,), vagy hasonld osszefiiggés all fenn az indexek ciklikus permutacidja esetén.

3 A KONTINUUMMECHANIKAI HATTERROL: KET, VAGY HAROM
PARAMETER?

Jelen pont alapvetden a benyujtott palyamii 7.3. pontjan alapul; (lasd Lamer (2007/a), pp. 125-
127), de az az ota elvégzett vizsgalatok alapjan az akkori allaspontunkat finomitottuk.

A kitlizott feladat kontinuummechanikai hattere a kiirds egy megjegyzésében van (jol) elrejt-
ve. Abban a mondatban, amelyben az az allitas van, hogy a Lamé-féle paraméterek nem felelnek
meg a hiperelasztikussag (potencialbol szarmaztathatosag) kovetelményének. Mire gondolunk?

A fesziiltség-alakvaltozas Osszefliggés matematika hatterének vizsgalata soran tobb altalanos
megfontolas tehetd. Most kettét emeliink ki.

Ez egyik, a régebbi, megfontolas a kdvetkezd: legyen adott a fesziiltségi és az alakvaltozasi
tenzor. Ezek legaltalanosabb kapcsolatat egy negyedrendii tenzor adja meg, ahol a negyedrendii
tenzor elemei fiigghetnek a fliggetlen valtozoktol. A negyedrendil tenzonak 81 eleme van. Mar
az a tény, hogy a fesziiltségi €s az alakvaltozasi tenzorok szimmetrikusak, a 81 elemet 36-ra re-
dukalja (Cauchy-féle elmélet). Ha az alakvaltozasi energia 1étezését feltételezziik, akkor csak 21
fiiggetlen elem létezik (Green-féle elmélet). Teljes izotropia esetén a fiiggetlen egyiitthatok
szama értelemszerlien haromra, illetve kettére csokken.

A masik, kicsivel ujabb keletli megfontolas szerint, ha adott a fesziiltségi és az alakvaltozasi
tenzor, és az els6t a masodik sorfiiggvényeként allitjuk eld, akkor — figyelembe véve a Cayley—
Hamilton-tételt — a fesziiltségi tenzor az alakvaltozasi tenzor nulladik, elsé és masodik hatva-
nyainak dsszegeként all eld ugy, hogy az egyiitthatok mar csak az alakvaltozasi tenzor féinvari-

"' Mivel a feladat (Idsd az (1-3) egyenletrendszert) nem rendelkezik ciklikus szimmetriaval, ezért a cikli-
kus permutacioval bird megoldas feltételezése megalapozatlannak tlinik.
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ansainak a fiiggvényei. Ekkor a fliggetlen egylitthatok (egylitthatofiiggvények) szama — a harom
Osszetevonek megfelelden, és az izotrop anyagra hiperrugalmassagot feltételezve — harom.

A kérdés az, hogy most harom, vagy két paraméterrel lehet a legaltalanosabban — izotrop,
hiperrugalmas anyagot feltételezve — a fesziiltségi €s az alakvaltozasi tenzorok kapcsolatat jel-
lemezni.

A megoldast a feltételek pontos vizsgalata adja. Eloszor tekintsiik a ,,hagyomanyos”, vagy
,megszokott” gondolkozasmodot.

Az izotrop, hiperrugalmas anyagokra legaltalanosabb formaban felirt fesziiltség-alakvaltozas
Osszefliggés abbdl a feltevésbol indul ki, hogy a fesziiltségi és az alakvaltozasi tenzorok kozotti
kapcsolatban mindkét tenzor csak linearis taggal szerepel. Tehat nem is vizsgalja, hogy lehet-e
példaul kvadratikus, vagy anndl magasabb hatvanyon az alakvaltozasi tenzor. Megjegyezziik,
hogy az izotropia fennallasanak megkovetelése egyenértékii azzal, hogy a két tenzor fotengelyei
egybeesnek.

Ennek kapcsan egy megjegyzés kivankozik ide. Amennyiben az anizotrop rugamas/hiper-
rugalmas anyagokra legaltalanosabb formaban a fesziiltség-alakvaltozas Osszefliggés felirdsakor
abbol a feltevésbdl indulunk ki, hogy a fesziiltségi ¢és az alakvaltozasi tenzorok kozotti kapcso-
latban az alakvaltozasi tenzor linearis és kvadratikus taggal szerepel, akkor elvben kér 36/21
elemt egylitthatomatrix-szal kell szdmolni. Ha az izotropia feltételét vizsgaljuk mindkét egytitt-
hatématrixra kilon-kiilon, akkor — elvben — 2x3/2x2 fiiggetlen egyiitthatét fogunk kapni.
Ugyanakkor két tényt kell szem el6tt tartani. Az egyik az, hogy egy tenzor és négyzete ugyan-

azzal a transzformacioval hozhatd diagonalis alakra. (Ez trivialis, ugyanis ha D, =S AS,
akkor a D, =S7'A’S=S"ASS'AS=(D,)*.) A masik, hogy a tenzor négyzetének a
foéinvariansai egyértelmiien meghatarozhatok a tenzor féinvariansaival

(I(A*) =I(A)* —21I(A), TI(A%) =1I(A)> = 21II(A) - I(A), II(A*)=1II(A)*). Ez azt su-
gallja, hogy ez esetben is csak harom/két paraméter lesz a fesziiltség-alakvaltozas kapcsolatban.

Egy tenzornak egy masik tenzor szerinti kifejezése eleve azon a feltevésen alapul, hogy a két
tenzor ,,koaxalis”, azaz a féiranyai azonosak, valamint, hogy az egyik tenzornak a masik tenzor-
ral valo egyértelmi kifejezéséhez sziikséges (és elégséges) az egységtenzor, a ,,bazisnak™ vett
tenzor, ¢s annak négyzete. (Maga a Cayley—Hamilton-tétel azt mondja ki, hogy magasabb hat-
vanyra nincs sziikség.) Ebben az 0sszefliggésben harom ,,fiiggetlen” egyiitthato(fiiggvény) jele-
nik meg, ezek a tanulmanyban is szerepld f; fliggvények.

Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy a kétféle titon felallitott fesziiltség-alakvaltozas 6sszefiig-
g¢és kozott annyi a kiilonbség, hogy az egyik az alakvaltozasi tenzort linedris forméaban, a masik
linearis és kvadratikus formaban veszi figyelembe. Ahhoz, hogy a ketté kozott kapesolatot talal-
junk, éppen a kvadratikus tag egyiitthatojat kell nullanak valasztani. Azaz nem azt kell vizsgal-
ni, hogy hogyan lehet a hdrom f; fiiggvény kozott kapcsolatot talalni.

Ennek kapcsan érdemes kitérni arra, hogy a rugalmassag fogalmat jelentdés mértékben ponto-
sitotta a szakirodalom az elmult 6tven, vagy inkabb szaz év alatt. A rugalmassag alapgondolata,
hogy csak az alakvaltozastol fiigg, és a terhelési gorbével egybeesik a tehermentesités gorbéje
(ha a két folyamatot ugyantigy paramétereztilk). Ennél Aaltalanosabb fogalom, a
hiporugalmassag, amely a fesziiltségtenzor id6beli derivaltjardl koveteli meg, hogy az csak az
alakvaltozas sebességtenzoraval legyen kifejezhetd. Végiil a rugalmassag fogalmanak sziikitése
a hiperrugalmassag, amely mar a potencialitds meglétét is megkoveteli. Ez utobbi sziikséges és
elégséges feltétele az ETTE 1. sz. feladatdban megfogalmazasaban szereplo (2) 6sszefiiggés (itt
éppen az entropiat, mint potencialt alkalmazva). Amit érdemes megjegyezni: hogy rugalmas tes-
tek esetén az izotrop anyagallandok szama harom, hiperrugalmas testek esetén kettd. Azaz, mar
amikor anizotrop anyagrdl izotropra attériink, és kiilonbozo feltételeket alkalmazunk, akkor
rejtve a rugalmas, vagy hiperrugalmas anyagrol beszéliink. A hiperrugalmassag a rugalmassa-
gon tul a potencialitas teljesiilését is megkoveteli, de nem koveteli meg sem azt, hogy a fesziilt-
ség-alakvaltozas linearis, sem azt, hogy kvadratikus legyen.

Megjegyzés: anizotrop anyagra Cauchy-féle klasszikus rugalmas test anyagallanddinak a sza-
ma 36, a Green-féle, a hiperrugalmassagot alapul vevé linearis elméletben az anyagallandok
szama 21. Azaz itt fennall a szimmetria az anyagallandokban. A hiperrugalmassag feltételét ez
esetben az anyagallandok szimmetridja adja; (lasd Truesdell-Noll (1965), pp. 151.), és a kovet-
kez6 oldalak, és csak potencial alkalmazasa esetén kapunk integralhatosagi feltételeket.

Ezt kovetden vizsgaljuk meg az érvelések egy-két rejtett feltevését, illetve kapcsolatat a fizi-
kai valésaghoz.
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A fesziiltség-alakvaltozas kozotti kapcesolat elméletileg lehetséges alakjai vizsgalatanak egyik
»sarokkove”, hogy milyen matematikai objektumot tekintiink a fesziiltség és milyet az alakval-
tozas leirasara, vagy masképpen megfogalmazva, modellezésére. Amig a fesziiltségi allapot le-
irasra hasznalatos tenzorok kivalasztdsdban jelentOs kiilonbség nem all fenn (magyaran elviek-
ben egyféle fesziiltségtenzor létezik, még ha a felirdsara hasznalatos koordindtarendszer(ek)
megvalasztasban nagyszamu lehetdség all is fenn), addig az alakvaltozas jellemzésére hasznala-
tos tenzorok mar elviekben 1is kiilonboznek egymastoél, amennyiben az eltolddas
gradienstenzorat, annak ,,négyzetét”, vagy mas, példaul logaritmikus alakvaltozasi tenzort vesz-
nek figyelembe. A vizsgalat masik sarkkove, hogy a fesziiltség-alakvaltozas Osszefliggés (a fe-
sziiltségre rendezve) az alakvaltozasban linearis, vagy sem, és ami ezzel analég probléma, hogy
az alakvaltozasok kicsik (infinitezimalisak), vagy nagyok (végesek). Végiil, de nem utols6 sor-
ban emlitendd, hogy a vizsgalatok teljes mértékben elméletiek, ha igy tetszik, matematikaiak,
mert a kisérleti eredmények és az elvégzett kiterjedt matematikai vizsgalatok kozotti kapcsolat
ismertetése tobbnyire elmarad. Az vildgos, hogy ha linearis az elmélet, akkor izotrop,
hiperrugalmas testek esetében két paraméter sziikséges és elégséges az anyagi viselkedés jel-
lemzéséhez. Ha nem linedris — ahogy azt fentebb ismertettiik —, harom anyagallando6t varunk;
ezek tulajdonsagainak tisztdzasban segit(het) az integralhatosagi egyenlet megoldasa (vagy leg-
alabbis a vizsgalata).

A komtinuummechanikaban a vizsgalédasokat a folytonossagot feltételezve végezziik. Ko-
rabbi tanulmanyainkban ramutattunk arra, hogy a folytonossag feltétele mellett, az alakvaltozas
(barmely szakaszosan folytonos gorbe hosszanak relativ megvaltozasa) csak kis alakvaltozasok-
ra értelmezhetd, ekkor a fesziiltség-alakvaltozas Osszefliggés értelemszeriien linearis; Lamer
(1985, 1989, 1990, 1992, 1992-93). Az tijabb tanulmanyainkban arra mutattunk ra, hogy a foly-
tonossag feltételezése esetén fizikailag csak kis alakvaltozasok értelmezhetdk, a nagy alakvalto-
zasok nem topoldgikus leképezésekkel, hanem atrendezddésekkel irhatok le; Lamer (2000,
2003a, 2003b, 2006, 2007b). Ez esetben viszont kérdéses, hogy a folytonos leirasmod mellett
értelmezett alakvaltozasi tenzorok a fizikailag lezajlo jelenséget modellezik-e, vagy sem, ha
igen, milyen feltételekkel és milyen pontossaggal. Megjegyezziik, hogy atrendezddés esetén a
fesziiltségtenzort is ujra kell definialni.

Ennek fényében nem zarhat6 ki annak lehetdsége, hogy a keresett egylitthatok szama ketto,
és hogy az integralhatdsagi feltételek a stabilitds vizsgalataban, illetve néhany mérési ered-
ménybol tovabbi, fizikailag lehetséges paraméterérték meghatarozasaban fognak szerepet jat-
szani.

Masképpen megfogalmazva (lasd Lamer (2007a) pp. 126-127), a kitlizott feladat két matema-
tikai elv talalkozasabdl sziiletett: az egyik a fesziiltség-alakvaltozas 0sszefiiggésének matemati-
kailag lehetséges legaltalanosabb kifejezése, mint két masodrendii tenzor kozotti kapesolat a
Cayley—Hamilton-tétel fényében, a masik a fesziiltségtenzor kifejezése az entropia (szabad ener-
gia, alakvaltozasi energia, vagy valamilyen mas potencialfiiggvény) alakvaltozas szerint vett de-
rivaltjai segitségével. Mindketté matematikai konstrukci6é. Nem latszik, hogy hogyan kapcsolo-
dik a fizikai jelenséghez, pontosabban az alakvaltozashoz ¢és a fesziiltséghez. Az ETTE 1. sz.
feladatara benyujtott palyamiiben elvégzett szamitasok szerint ez irdnybol — az integralhatdsagi
feltételek integralasabol — a fesziiltség-alakvaltozas kapcsolatra nem fog fény deriilni.

4 AZ INTEGRALHATOSAGI FELTETELEKROL: TORTENETI ATTEKINTES

Az izotrop, hiperelasztikus® fesziiltség-alakvaltozasi osszefliggés (a szerzd szerint) legelegan-
sabb levezetését Kirchhoff adta meg. (Az eredeti publikaciot nem allt médomban fellelni, ismer-
teti Papkovics (1939), pp: 94-95.) Kirchhoff az azonos tengelyli matrixok azonossagat a
féinvariansok szimmetriatulajdonsagaibol hatdrozza meg, és vezeti le, hogy két fiiggetlen para-
méter létezhet. Megjegyzés: mivel a potencialitast eleve feltételezi, ezért hiperrugalmas testekrol
van sz0 és két paraméternél tobbet nem is ,,kaphat”.

? Kirchhoff még nem nevezte hiperrugalmasnak, 6 egyszeriien feltételezte, hogy 1étezik az alakvaltozasi
energia fiiggvénye (potencialja).
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Az izotrop, rugalmas viselkedés matematikai hatterének kidolgozasa tobb mint szaz évre nyu-
lik vissza. Az attekintés alapvetden Truesdell és Noll (1965) konyvén alapul. Tovabba az atte-
kintés igen sziik problémara, az integralhatosagi feltételre vonatkozik.

A fesziiltség (F) az alakvaltozassal (A) izotrop, rugalmas anyagra a legnagyobb altalanossag-
ban a

F=f1+f,A+ f,A%, 4.1)

alakban irhaté f6l, ahol az f; (i = 1,2,3) egyiitthatok (a valaszfiiggvények) az A alakvaltozasi
tenzor fiiggvényei. Ezek a fliggvények — értelemszeriien — kifejezhetdk az alakvaltozasi tenzor
invariansaival (id. mi, p. 140). Ugyanitt, az 1. labjegyzet szerint, a fenti felirasmodot eldszor
Reiner’ alkalmazta. A feliris azon alapul, hogy az F-et az A hatvanyaival ,,abrazoljuk”, de a
Cayley—Hamilton-tétel értelmében a tenzor rendjénél magasabb hatvanyok kifejezhetok a bazi-
sul valasztott (altalaban 0,1,2, vagy 0,1,—1 hatvanyokat valasztjuk) hatvanyok linearis kombina-
cidjaval. Részletesebben lasd, pl. Reiner (1958). Megjegyezziik, hogy a nem rugalmas, azaz
alakvaltozasi tenzor id6 szerinti derivaltjatol fiiggd, ezzel analog, véges abrazolas is ismert. Eh-
hez az altalanositott Cayley—Hamilton-tétel alkalmazasa sziikséges, lasd pl. Freudental-
Geiringen (1958). Ugyanebben a labjegyzetben Truesdell és Noll utalnak arra, hogy masok, pl.
Richter, Manacorda, Signorini, hasonlé eredményre jutottak. Végiil megemlitik, hogy izotrop,
rugalmas anyagra ezek az Osszefliggések egyedi egyiitthatok esetén, amelyek a hiperrugalmas
anyagra vonatkoznak, mar 1894-ben ismertek voltak. (Itt nem adjak meg a szerz6 nevét, de mas
labjegyzetbdl kideriil, hogy J. Finger.)

Izotrop, hiperelasztikus anyagok esetében a fenti dsszefiiggésekben az egyiitthatok ,,explicit”
formaban felirhatok: a test allapotat leird, az alakvaltozasi energiajat magaba foglald funkcional
fesziiltség szerinti parcialis differencialhanyadosaval. Ekkor valamely

oF
=cd,—, 42
fl c35A3 (4.2)
OF  OF
e Ay 43
/2 c(aA1 1@42) (43)
OF
=—c—. 4.4
S caAz (4.4)

tipusu Osszefliggésre jutunk, ahol F a (talzott altalanossadg miatt homalyosan megfogalmazott)
funkcional, amely lehet az alakvaltozasi energia, a belso energia, a reverzibilis energia, vagy az
entropia; ennek fliggvényében a c¢ egylitthato lehet 2p, — 2pT, stb. Ezek az Osszefliggések a &
funkcionalra nézve parcialis differencialegyenlet-rendszert alkotnak. Ezek integralhatosagi fel-
tételei felirhatok az

/ARy 4.5)
o4, o4,

A%_A%_%:() (4.6)
‘o4, ‘o4, o4, '
% o sy 4.7)

04, 04, o4,

alakban. Ez a sziikséges és elégséges integralhatosagi feltétel ahhoz, hogy az izortop, rugalmas
anyag hiperrugalmas legyen (id. mii, pp. 317-318). A 318. oldal 1. labjegyzete szerint az f;

3 Reiner, M.: Elasticity beyond the elastic limit. Amer. J. Math. 70, 433-446
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egyiitthatokra vonatkozo (2-4) osszefiiggéseket elészor Finger® vezette le. Ugyanitt, a 2. 1ab-
jegyzet szerint a (5-7) Osszefliggésekhez hasonld Osszefliggéseket Gol’denblat’ irta 6l el0szor
féinvariansokat alkalmazva. A fentebb felirt formaban eldszor Tuesdell® vezette le. Ezt kovetd-
en mdr attérnek a kisérletekkel kapcsolatos megallapitasokra.

Amennyiben kello figyelemmel tekintettiik 4t a konyvet (541 oldalrél van szo), az integ-
ralhatosagi feltételek integralasarol nem esik szo6 benne.

Megjegyzés: Reiner (1958) és Freundental-Geiringen (1958) miiveiben a (1) tipust 6sszefiig-
gések levezetésével €s alkalmazasaval kapcsolatban tovabbi adatok, illetve torténeti megjegyzé-
sek olvashatok. Egyikiik sem tekinti integralhatdsagi feltételnek, és igy az integralasdval sem
foglakoznak.

A torténeti attekintés utan figyelmiinket Gol’denblat munkassaga felé forditjuk. Két nagyobb
munkajaban Gol’denblat (1955, 1969) is foglalkozik a véges alakvaltozasokhoz tartoz6 anyagi
allandok kérdéseivel.

Eloszor a Gol’denblat (1955) mii ide vonatkozo részét ismertetjiik. Tekinti a termodinamika
II. fotételét, és hogy a rugalmas anyagra a bels6 energia dQ/T kifejezése teljes differencial, és
ebbdl Osszefliggéseket vezet le a fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorok két-két foinvariansa ko-
zOtt: az alakvaltozast kicsinek tekinti, ezért a két tenzor kozott linearis kapcsolatot tételez fel. A
levezetett Osszefliggés parcialis differencialkifejezés (id. mi 169-170 old.).

Késobb, a X. fejezetben (pp. 197-222) az imént emlitett differencialkifejezést mas tton allitja
eld. Majd az Osszefiiggést parcialis differencidlegyenletnek tekinti, és a karakterisztikak mod-
szerével oldja meg. A megoldashoz, természetesen, peremfeltételeket, a rendszerbdl adddodan,
Cauchy-tipust kezdeti feltéteket ,,valaszt”. Az idézojel oka az, hogy valdjaban, teljes altalanos-
sagban, ezeket a feltételeket nem ismeri, hiszen ezeket az adatokat kisérletekb6l kellene megha-
tarozni. Ezen kisérletek elvégzésére tesz javaslatot, valamint jelzi, hogy ha ismert a ,,kezdeti fel-
tétel”, akkor az anyagallandoknak a belsé — értsd: mechanikai — allapottdl vald fiiggése
integralas utjan mar meghatarozhat6. Egy egyszerti viselkedésli anyagra példat is k6zol (id. mi
220-222 old.).

Megjegyezziik, hogy ebben a miiben a kérdést altalanossagban (harom invaridnsra vonatko-
zoan) nem ismerteti. A sajat tanulményai kozott a Truesdell és Noll (1965) altal emlitett cikk
nem szerepel.

Masodszor a Gol’denblat (1969) mii ide vonatkozd részét ismertetjiik. A kdnyv egyarant fog-
lalkozik a kis és a véges alakvaltozasokkal, ez utdbbi az, ami minket érdekel. Megjegyezziik,
hogy a kis alakvaltozdsok esetén kisebb-nagyobb valtoztatdsokkal a korabbi, a Gol’denblat
(1955) konyvben irtakat ismétli meg. Tehat a figyelmiinket a nagy alakvaltozasok felé forditjuk.

A 18-21 oldalakon megjelenik az (1) képlettel analdog Osszefiiggés, szintén a Cayley—
Hamilton-tételre hivatkozva. A 95-99 oldalakon ismét felirja az (1) Osszefiiggést, hivatkozik
Reiner Reologia cimii konyvére (orosz kiadasban, nem tudni, hogy minek is a forditasa, vélhe-
téen az Encyclopedia of Physics VI. kdtetében szereplé Rheology cimii miirdl lehet sz6). Ekkor
bevezeti a vegyes, a fesziiltségi és az alakvaltozasi tenzorok egyidejli invariansait, és ezekre
nézve irjak fel 0sszefiiggéseket. Itt hivatkozik egy 1950-ben megjelent kdnyvére, de Truesdell
és Noll (1965) altal emlitett cikkre (itt) nem hivatkozik.

A konyv 224-230 oldalain a fesziiltség-alakvaltozas egyideji invariansaira, és az alakvaltoza-
si tenzor harom fdinvariansara nézve harom parcialis differencialkifejezést ir fel. Megmutatja
(pontosabban csak utal ra), hogy a harombol egy a masik kettovel kifejezhet6. Ahhoz, hogy tel-
jes differencidlegyenlet-rendszernek tekinthesse, az allapotegyenletet javasolja figyelembe ven-
ni; ugyanis a szabad energia az alakvaltozasi tenzor féinvariansaira nézve nemlinearis differen-
cialegyenlet. Ekkor harom parcialis differencialegyenletet nyer a harom féinvariansra. Es ekkor
adottnak véve valamelyik harom (fO)invarianst, a masik harom (fé)invaridns egyértelmiien
meghatarozhat6 a karakterisztikak modszerével, ha az allapotot leird feliilet peremén a Cauchy-

* Finger, J.: Uber die allgemeinsten Beziehungen zwischen Deformationen und den zugehdrigen
Spannungen in aeolotropen und isotropen Substanzen. Sitzsberg. Akad. Wiss. Wien (Ila) 103, 1073-
1100

> Gol’denblat, I.I.: On a problem in the mechanics of finite deformation of continuous media [in Russian]
C.R. Dokl. Akad. Sci. SSR 70, 973-976

% Truesdell, C.: The mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics. J. Rat. Mech. Anal. 1, 125-
300
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féle feltételek ismertek. A peremfeltételeket és az allapotegyenleteket fizikai kisérletekbol java-
solja meghatarozni.

Megjegyezziik, hogy ebben a részben hivatkozik a sajat tanulmanyara, amelyet Truesdell és
Noll (1965) is emlitett.

Ki kell térni arra, hogy itt latszolag kétféle megkdzelitéssel allunk szemben. Truesdell és Noll
(1965) a felirt (5-7) egyenleteket a hiperrugalmassag sziikséges és elégséges feltételének tartja.
Ezen feltétel teljesiilése mellett a rugalmas anyag potencialis, azaz 1étezik rugalmas potencial, a
rugalmas energia tarolédhat az anyagban, és az, marmint a rugalmas energia, tokéletesen, vesz-
teség nélkiil, visszanyerhetd. Meg kell jegyezni azt is, hogy magat az egyenletrendszert nem
vizsgaljak; a céljuk az, hogy megallapitsak, milyen feltételek mellett lesz a rugalmas test
hiperrugalmas. Erre a kérdésre még visszatériink. Gol’denblat (1955, 1969) az altala nyert
egyenleteket nem a hiperrugalmassag feltételének tekinti, hanem olyan matematikai modellnek,
amely a hat invarians altal kifeszitett térben harom ismertében, ¢s masik harom kezdeti értéké-
nek ismertében meghatarozza a harom ismeretlen mennyiséget az allapotegyenlet értelmezte alt-
érben. Azaz olyan matematikai modszert dolgozott ki, hogy kevés fizikai kisérlet esetén mate-
matikai szamitasokkal lehessen kovetkeztetni az anyagallandok értékeire mas fizikai
paraméterek esetén. Egyszeriibb esetekben meg is oldja.

Allaspontunk szerint a kétféle megkozelités végsé soron azonos. Az integralhatosagi feltétel
teljestilés esetén a (2-4) egyenletek barmelyikét integralva megkapjuk a potencialfiiggvényt. (Ez
igy nem teljesen pontos, de ha az integralassal velejard integralasi allandok meghatarozasat is
beleértjiik az integralasba, akkor lesz kelléen pontos a megfogalmazas.) Gol’denblat a reverzibi-
litas feltételezésével — azaz egyfajta potencialitas meglétét tételezi fel — nyert differencialegyen-
letet integralja. Azaz hallgatélagosan feltételezi, hogy a rendszer integralhato.

Két kérdést kell érinteni. Az egyik a hiperrugalmassag feltétele. Truesdell és Noll (id. md, p.
318) a (5-7) (tipusu) integralhatosagi feltétek felirasa utan megjegyzik, hogy ezek a korabban
felirt, a hiperrugalmassag létezésének sziikséges és elégséges feltételeinek specialis esete.

Amikor a hiperrugalmassagot a valaszfiiggvény specialis alakjaval adjak meg (bevezetik az
alakvaltozasi-energia fliggvényt, amelynek az alakvaltozas szerinti parcialis derivaltjaitol fiigg a
valaszfiiggvény, id. ma, p. 302), akkor az integralhatdsagi feltételt a

A5 =A% (4.8)
specialis esetének tekintik. Ezen egyiitthatok definicioja viszont:
oo
Al = pp————. 4.9
k m pR axk,aﬁxm,ﬂ ( )

Utalva arra, hogy, ha az egyik sorrendbe véve a vizsgalt pont egy kdrnyezetében létezik és
folytonos a vegyes parcialis derivalt, és a vizsgalt pontban a masik sorrendben vett parcialis de-
rivalt 1étezik, akkor a parcialis derivalas értéke a derivalasok sorrendjét6l nem fiigg (lasd Korn-
Korn (1975), p. 104.). A feltétel elég altalanos, a szamitasokhoz kell mind a kétféle médon sza-
mitott vegyes, masodik derivalt és azok folytonossaganak létezése. Ez esetben, viszont az alak-
valtozasi energia feltételezése — 1étezése — megkoveteli, hogy a rugalmas anyag automatikusan
hiperrugalmas legyen.

Amikor Truesdell és Noll a rugalmassagot targyaljak, bevezetik a rugalmas egytitthatdkat,
mint egy negyedrendll tenzor elemeit (id. mii p. 131). Az els6 és a masodik indexparon beliil az
indexek felcserélésére nézve invarians a rugalmas egylitthatok tenzora, mert mind a fesziiltségi,
mind az alakvaltozasi tenzor szimmetrikus (uo.). Megmutathato, hogy, ha a fesziiltség az alak-
valtozastol fiiggd funkcional — példaul az alakvaltozasi energiafiiggvény — parcialis differenci-
alhanyadosaként értelmezhetd, akkor a negyedrendii tenzor az els6 és a masodik indexpar fel-
cserélésére nézve is invarians, azaz azokban is szimmetrikus.

Ez anizotrop testek esetében azt jelenti, hogy a rugalmas testek esetén 36 (Cauchy-féle elmé-
let), hiperrugalmas, azaz potenciallal biré rugalmas testek esetén 21 (Green-féle elmélet) a fiig-
getlen anyagéallandok szama (id. mii 309-310 oldalak).
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5 AZ INTEGRALAS EGY LEHETSEGES MODJAROL

Az ETTE 1. sz. feladatara a szerz6 egy palyamiivet nytjtott be ,,Az integralhatosagi feltételekrol
honlapjan megtalalhato.

A palyamii alapgondolatat, és az elért eredmények Osszefoglalasat sz6 szerint idézziik. Ebben
egy helyen tesziink kivételt: a palyamiiben szerepld ,,legaltalanosabb” kifejezés hasznalatat mel-
16zziik, mert csak bizonyos feltételek mellett igaz ez a kitétel, tehat nem a legaltalanosabb.

El6szor a 2.1. pont alapjan, Lamer (2007a) pp. 6-8, ismertetjiik a kitlizott feladatot; az egyen-
letek eredeti szamozasat megtartottuk.

5.1 A kitiizott feladat, mint az (1-3) egyenlet integraldsa

Mielott a kitlizott feladat megoldasahoz kezdenénk, elészor megvizsgaljuk az (1-3) egyenlet-
rendszert. Ez egy elsorendii, parcialis differencialegyenlet-rendszer. Ezen egyenletrendszer kap-
csan feltehetd az a kérdés, hogy mi az integralhatosag feltétele.

Itt és a tovabbiakban az f,(x,,x,,x;), (i = 1,2,3) fiiggvények argumentumait nem irjuk ki;
ahol az argumentumokat nem irjuk ki, ott mindig mindharom argumentumtol val6 fiiggést téte-
lezziik fel. Megjegyezziik, hogy ez a konvencio az s fiiggvényre is vonatkozik.

Az integralhatosagi feltétel meghatarozasahoz felirjuk az s fliggvény els6 parcialis derivalt-
jait. Ennek soran a (2) egyenletbdl az x, szerinti parcilis derivéltat kikiiszoboljiik.

15

8_S =X/, — XX, /5, 2.4
X

15)

L oxfi (2.5)

ox,

Os

—= 1. 2.6

o, A (2.6)

Felirjuk az s fiiggvény vegyes, masodik parcialis derivaltjait, mint (4-6) integralhatosagi fel-
tételeit.

0°s 0 0
, _ =97 27
ox ox, ox, (x3f, = X,X3./3) o, X, (2.7)
0°s 0 0
, i =—f, 2.8
0x,0x, ox; %) ox, h @9
0%s 0 0
, = — . 2.9
o 0, ox, S o, (x3.f5 = X%, 13) (2.9)

Tehat az (1-3), azaz a (4-6) egyenletrendszer integralhatosagi feltételei a (7-9) Osszefliggések.
Egyhttal ezek azok a legaltalanosabb Gsszefliggések, amelyek az f;, (i = 1,2,3) fiiggvények ko-
zo6tt fennallnak-fennallhatnak. Ugyanakkor ezek az 6sszefiiggések nem teszik lehetévé, hogy az
f;, (i = 1,2,3) fiiggvények koziil egyet a masik kettdvel kifejezziik. Ennek az az egyszerii oka,
hogy a (7-9) egyenletrendszerben nem szerepelnek az f;, (i = 1,2,3) fiiggvények Osszes parcia-
lis differencialhanyadosai.

A tovabbiakban két lehetdség koziil valaszthatunk. Az egyik, hogy valamilyen ad hoc felte-
véssel kerestink egy f, = @, o (f|, f,) tipust Osszefiiggést; ezt nem kivanjuk megtenni. A ma-
sik, hogy megkeressiik a (7-9) egyenletrendszer legaltalanosabb megoldasat, majd azt kdvetéen
vizsgaljuk meg egy f; =®; o (f,,f,) tipust Osszefliggés létezésének a feltételeit. Ezt az utat
valasztjuk.

Tehat a kovetkezd 1épésben felirjuk az f;, (i = 1,2,3) fuggvények egyes vegyes, masodik par-
cialis differencialkifejezéseit, mint (7-9) integralhatosagi feltételeit.

322



Integralhatosagi feltételek

o’ f, 0 0 0 0

, B Ly , 2.10
0x,0x, Ox, Ox, /s Ox, Ox, (/2 =03t 210
0 (x /s = x5 f3) 00,00, @.11)

Ox,0x, ’ ox, dox, " axg ax,

o’x, f 0 0 0 0

, - = — = f. 2.12
Ox;0x, Ox; Ox, (2 = %515 Ox, Ox, S 212

A (10-12) egyenleteket attekintve megallapithatjuk, hogy a (10), (11) és (12) egyenlet rendre
a (7), (8), illetve a (9) egyenlet x;, x,, illetve x, szerinti parcialis derivéltja. Kovetkezésképpen
a (7-9) egyenletek (10-12) integralhatosagi feltételei megegyeznek a kiinduld, azaz a (7-9)
egyenletekkel. Masképpen fogalmazva, a (10-12) egyenletek nem adnak jabb Osszefiiggéseket
az f,, (i=1,2,3) figgvények parcialis differencialhanyadosaira nézve. Ez egyuttal azt is jelenti,
hogy egyrészt maga a (7-9) egyenletrendszer integralhatd, masrészt, hogy a (7-9) egyenleteket
kielégitd f;, (i = 1,2,3) fiiggvények esetén a (4-6), tehat az (1-3), egyenletrendszer egyértelmii-
en integralhato.

Tehat kizarva egy ad hoc f, = ®, o (f,, f,) Osszefiiggés keresését-vizsgalatat, valamint az
integralhatosagra vonatkozo fejtegetéseket figyelembe véve, az ETTE 1. sz. feladatanak mas ér-
telmezést adunk.

A kitlizott feladatot els6dlegesen a (7-9) egyenletek integralasaként fogjuk fel. Ennek megfe-
leléen nem az f;, (i = 1,2,3) fiiggvények kozotti osszefiiggés(eke)t keressiik, hanem integraljuk
a (4-6) egyenleteket, azaz azt hatarozzuk meg, hogy hogyan fiigg az s fliggvény az f,, (i =
1,2,3) fuggvényektél. Megjegyezziik, hogy nem kizart, hogy ekozben az f;, (i = 1,2,3) fiiggvé-
nyek kozotti osszefiiggések is kiadodnak. Amennyiben sikeriil a (7-9) egyenletrendszert integ-
ralni, Uigy az alapjan az s fiiggvény a (4-6) egyenletrendszerbdl egyértelmiien meghatarozhato.

Miel6tt ratérndk a (7-9) egyenletrendszer integralasara, egyrészt a rendszer struktiirajat, mas-
részt néhany egyszeriibb struktiraji megoldast vizsgalunk meg. A kdvetkezd pontban a diffe-
rencialegyenlet-rendszer ,,hidnyos” voltabol adodo ,,fliggetlen” megoldasokat vizsgaljuk. A 3.
fejezetben a részleges — tehat csak két, vagy egy f; fliggvényt magéaba foglalo, illetve csak két
valtozotol fiiggd — megoldasokat vizsgaljuk. Az egy-, illetve kétvaltozos megoldas strukturait a
4. fejezetben tekintjiik at. Az altalanos integralast az 5. fejezetben végezziik el.

Ezutdn 4ttekintjiik az elért eredményeket, azaz az Osszefoglalds tartalmat (lasd Lamer
(2007a), pp. 127-130). Megjegyezziik, hogy a biralatnak megfelelden a ,legaltalanosabb” kife-
jezést a szovegbdl kivettem, illetve id6z0 jelbe tettem.

5.2 Az elert eredmények

Az ETTE 1. sz. palyazatara benyujtott palyamiiben az integralhatosagi feltételek integralasaval
foglalkoztunk. Maga a feladat az egyenstlyi entropia olyan alakjanak meghatarozasa, amely le-
hetévé teszi, hogy a fesziiltségtenzort az alakvaltozasi tenzornak nem harom, hanem két
féinvariansaval parametrizalhassuk. A tanulmanyban ezt a feladatot felvaltottuk az alakvaltozasi
tenzor fOinvaridnsaival parametrizalt f; (i = 1,2,3) fliggvényekre vonatkoz6d, mint az entropia
egyértelmli meghatarozasanak integralhatosagi feltételeiként eldallitott, parcialis differencial-
egyenletek integralasaval.

Az igy értelmezett feladat megoldasahoz az integraldson kiviil a fiiggvényegyenletekre vo-
natkozo eljarasokat is fel kellett hasznalni. Ennek a keretén beliil a figyelembe vett fiiggvények
korét sztkitettiik: csak 0sszeg és szorzat alakban kerestiik a megoldast.

A tanulmanyban kitizott parcidlis differencidlegyenlet-rendszer megoldasat tobb, kiilonféle
szempont szerint allitottuk el6. Ennek soran az aldbbi eredményeket értiink el.

Meghataroztuk a vizsgalt differencialegyenlet-rendszer szabad integralasi fiiggvényeit.

Ertelmeztiik a részmegoldasok fogalmat, mint a vizsgalt differencialegyenlet-rendszer olyan
megoldasat, amelyben

— vagy nem harom fiiggetlen valtozo szerepel, hanem csak ketto (vagy egy),

— vagy nem harom ismeretlen fiiggvény szerepel, hanem csak ketto (vagy egy),
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— vagy ugyan szerepel mindharom fiiggvény, de a harom fiiggvény két csoportra esik szét.

A részmegoldasokhoz meghataroztuk a vizsgalt differencidlegyenlet-rendszer altalanos meg-
oldésait.

Megkerestiik a vizsgalt differencialegyenlet-rendszer megoldasait egy- ¢s kétargumentumui
fliggvények 0sszegeként értelmezett egyedi bazisvalasztassal. Kiilon vizsgaltuk azokat az esete-
ket, amikor a bazisfliggvények x;-mal osztva vannak.

Meghataroztuk a vizsgalt differenciadlegyenlet-rendszer ,,altalanos”, azaz szorzat alakban fel-
vett megoldasait, mint két- és egyargumentumu fiiggvények szorzatait.

A fenti harom feltétel mellett teljes megoldast adtunk. A megoldasokat a lehetd legaltalano-
sabb formaban adtuk meg’. Ugyanakkor az integralas soran meghataroztunk néhany konkrét al-
gebrai fliggvényt is, mint partikularis megoldast.

Egy példan megmutattuk, hogy az egyenletrendszer egy részének létezik megoldasa a hat-
vanyfliggvények korében (is).

A nyert megoldasokat megvizsgalva megallapithatd, hogy azok kozdtt nincs olyan szerkeze-
ti, amelyben egy f; fiiggvény kifejezheto lenne két masik segitségével, ellenben a ,,legaltalano-
sabb”, azaz a szorzatalakban felvett megoldasok szerkezete azonos: 1étezik egy kétvaltozds és
egy egyvaltozos fiiggvények szorzataként értelmezett fiiggvény, amelynek a kiilonb6z6 parcialis
differencialkifejezéseik segitségével mindharom f; fiiggvény egyértelmiien meghatarozhato. A
kétargumentumos megoldasok alapvetden csak két f; fliggvény meghatarozasat teszik lehetové,
bar van olyan is, amely mindharom f; (i = 1,2,3) fliggvényt meghatarozza. Az egyargumentumos
megoldasok alapvetden partikularis megoldasok.

Megvizsgaltuk a kiilonbozoképpen kapott megoldasokat. Megmutattuk, hogy az ,,altaldnos”,
szorzat alakban felvett megoldasbdl minden részmegoldas és egyedi megoldas megkaphato.
Ramutattunk a kiilonb6z6 megoldasok kozotti kapcsolatokra is. Ki kell hangsulyozni, hogy az
x3-mal valo szorzas, illetve, hogy csak az f; és f; kozott van Osszefiiggés, néhany megoldas ese-
tében két valtozat 1étezését teszi lehetdve.

Kiilon foglalkoztunk azzal esettel, amikor egy egyenlet 6nmagaban a benne szerepld egyik
fliggvényre nézve differencialegyenletnek tekinthetd, és megoldhat6. Ez esetben ugyanis nem
csak, hogy az egyik fiiggvény kifejezhetd a masik fliggvény parcialis differencidlhdnyadosai se-
gitségével, hanem kvadrataraban is felirhatd az 6sszefliggés. Ez az eljaras lehet6vé teszi az ,,al-
talanos” megoldas mellett partikularis megoldasok eléallitasat is. Ennek kapcsan mutattuk meg,
hogy a megoldas eldallithatod integralis, vagy differencialis formaban is, tovabba ez lehetové tet-
te néhany integraltranszformacio felirasat is.

A tanulmanyban az 6sszes eléallitott f; (i = 1,2,3) fliggvényekhez meghataroztuk az egyensu-
lyi entropiat. Ennek soran belattuk, hogy a legéltalanosabb megoldasok esetén az egyensulyi
entropia kifejezheté egy haromvaltozos fiiggvény segitségével. Ugyanakkor ez a fiiggvény koz-
vetleniil nem azonos egyik f; (i = 1,2,3) fiiggvénnyel sem, hiszen ennek a fiiggvénynek a kiilon-
b6z6 parcialis differencialkifejezései hatarozzak meg az f; (i = 1,2,3) fliggvényeket.

A nyert megoldasok szerkezete azonos; sot megegyezik az eredeti feladat szerkezetével. Azaz
formailag 1j informaciét a megoldas nem tartalmaz. Ezért megvizsgaltuk altalanossadgban egy s
fliggvény harom parcialis differencialjara vonatkoz6 egyenletrendszert. Ennek soran az egyes
parcialis differencidlhanyadosokat a harom f; fliggvény tetszoleges linearis kombinacidjaként ir-
tuk fel, és oldottuk meg a feladatot. A megoldas struktiirdja megegyezett a kiindulasi parcialis
differencialegyenlet-rendszer struktarajaval. Ezt kdvetéen meghataroztuk azon fiiggvényegytitt-
hatok korét, amelyekre az f; fiiggvényekre vonatkoztatott integralhatosagi feltételek felirhatok,
és megoldottuk a feladatot, és analdg eredményt kaptunk. Végezetiil megvizsgaltuk azt az ese-
tet, amikor a harom f; fiiggvény tetszOleges linearis kombinacidjaban szerepld egylitthatok az x;
valtozok tetszoleges fliggvényei. Az eddig kdvetett uttol eltéré mddszert alkalmazva meghata-
rozhaté mind a harom f; fiiggvény, mind az s fiiggvény. Ez esetben is az f; fliggvények szerkeze-
te megegyezett a kiindulasi parcialis differencialegyenlet-rendszer struktirajaval. Kovetkezés-
képpen megallapithatd, hogy az ETTE 1. sz. kitlizott feladatdnak a tanulmanyban adott
megoldasa elméletileg helytallo.

A matematikai hattér tanulmanyozasa soran megallapitottuk, hogy az f; fiiggvények, és az s
fliggvény szerkezetének alapstrukturajat az elsdrendii parcialis differencialok €s csak azok jelen-

7 A palyamii a kvazilinedris, elsérendi, parcialis differencialegyenletek altalanos megoldésait nem tartal-
mazza.
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léte hatarozza meg. Sem az, hogy minden parcialis derivalt jelen van, sem pedig az, hogy az
egyiitthatok konstansok, vagy, hogy azok az xi, x,, x; valtozok barmilyen fliggvényei, erre az
alapstrukturara nincsenek hatassal. Erre az alapstrukturara raépiil egy masodlagos szerkezet, ami
viszont pontosan megegyezik az s parcialis derivaltjait meghatarozé fiiggvények, illetve azok
kombinacidjanak szerkezetével. Ezt a tényt is alapvetOen az hatarozza meg, hogy a vizsgalt dif-
ferencialegyenlet-rendszerben csak az elsérendii parcialis differencidloknak csak elsé hatvanyai
szerepelnek. (Mondhatnok, hogy linearis kombinacidi, de hozza kellene tenni, hogy az egyiitt-
hatoknak a fliggetlen valtozoktol vald fiiggését nem zarjuk ki).

Megvizsgaltuk a kiirdsban szerepld, és a megoldas permutacios tulajdonsagra vonatkozo el-
varast. Megmutattuk, hogy a kitiizott feladat alapvetéen nem rendelkezik ciklikus szimmetria-
val, csak jelentOs atalakitas utan. Ezért a ciklikus megoldasra vonatkozo6 elvarast megalapozat-
lannak tartjuk.

A tanulmanyban feltart matematikai hattér ismeretében a ciklikussagnak nincs szerepe sem az
f; fiiggvények, sem az s fliggvény szerkezetében. (A matematikai hattér ismertében ez nem is
meglepd.)

Megvizsgaltuk a kiirasban szereplo feladatot is. Megmutattuk, hogy teljes altanossagban nem
sok esély van a kapott differencidlegyenlet megoldédsara, ha abbol indulunk ki, hogy az s fiigg-
vényre nézve az integralhatosagi feltételeknek fenn kell allniuk. Ettdl eltérd utat is megvizsgal-
tunk: nevezetesen a feltételezett kapcsolatot felhasznalva kozvetleniil az s fiiggvényre irtunk fel
differencialegyenletet. Ez az egyenlet teljes altalanossagban megoldhatatlannak tlinik: egy
egyenlet két ismeretlent tartalmaz.

Egy specialis esetben — f; = af] + a,f> — meghataroztuk mind a harom f; fliggvényt, és az s
fliggvényt értékét 0sszeg- €s szorzatfiiggvények esetében. Ramutattunk azokra a lehetséges kap-
csolatokra, amelyek elvben az f, az f, €s az f; kozott fennallhatnak.

A kitlizott feladatra a valasz az, hogy

— azf; fiiggvények kozott fenn kell allniuk egy (5.71)® tipust sszefiiggésnek,

— chhez a (5.78)° alatti s fiiggvény tartozik,

— ennek a matematikai hattere az, hogy az f; fiiggvényeket egy s fiiggvény elsérendii parcia-

lis differencialjainak ,,linearis fliggvénykombinacidjaként™ allitottuk elo,

— azf; figgvények kozotti barminemt tovabbi kapcsolatot az f; fliggvényekre megadott 6sz-

szefliggésekbdl levezetni nem lehet,

— azf; figgvények kozotti barminemi tovabbi kapcsolat megadasa esetén az s fliggvénynek

ehhez a kapcsolathoz tart6zo6 ,,egyedi” tulajdonsagai meghatdarozhatok.

Kitértiink a kontinuummechanikai hattérre is. Megmutattuk, hogy nincs ellentmondas az izo-
trop anyagokra tett feltevésen, illetve a Cayley—Hamilton-tételen alapulé fesziiltség-alakvaltozas
kozotti 0sszefliggés fliggetlen egyiitthatoinak eltérd szama kozott (az elsobodl kettd, a masodik-
bol harom), ugyanis az els6 feltétel eleve kizarja az alakvaltozasi tenzor kvadratikus tagjat, igy a
két feltevés nem azonos.

6 AZ INTEGRALAS EGY LEHETSEGES MASIK MODJAROL

Mint azt a kontinuummechanikai hattér ismertetésénél jeleztiik, az integralas feltétele mellett a
kapott egyenletrendszer kiegészitve egy tovabbi egyenlettel, illetve Cauchy-féle feltételekkel in-
tegralhat6 differencialegyenlet-rendszerként kezelhetd. Ez Gol’denblat modszere. Igazabol a
célja az, hogy a kisérletek szamat csokkentse. Ugyanis, ha ismert az allapotfiiggvény, és az in-
tegralhatosagi feltétel, mint differencidlegyenlet, akkor ez utobbi megoldasa soran meghataroz-
zuk az allapotegyenlet altal kijeldlt felillet minden egyes pontjahoz tartozé anyagi ,,allandokat™.
Az ETTE 1. sz. feladatara Toth Janos is benyujtott egy palyamiivet; Téth (2007). O a meg-
adott egyenleteket ugy tekintete, mint a tér egy tartomanyanak megadasat (leképezését) harom
paraméter (koordinata) fliggvényében. Az egyes paraméterek kozott meghatarozta azokat a fel-
tételeket, ami mellett a leképezést kétparaméteresnek lehet tekinteni (egy-egy pontban, illetve
egy kellden kis kornyezetében). Ezzel egy masfajta megoldast adott az ETTE 1. sz. feladatara:
megadta, hogy bizonyos feltételek mellett az allapottér egyes pontjaiban, illetve azok egy ki-

¥ Lasd Lamer (2007a), pp. 105-106
? Lasd Lamer (2007a), p. 108
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csiny kornyezetében, milyen feltételek mellett elegendd két egyiitthatofiiggvény a test allapota-
nak jellemzésére.
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