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1 BEVEZETÉS 

Az anyag folytonos és diszkrét modellezésének a kinematikai kérdéseivel a 2006. évi Konferen-
cián foglalkoztunk. Ennek során áttekintettük a különböző alakváltozási mechanizmusok fizikai 
és matematikai leírását néhány egyszerű kísérlet alapján, mint síklapra tevés, lyukfúrás, helyi 
nyomás, rázás, hajtogatás. Ezen kísérletek segítségével a hagyományos szilárd, folyadék, gáz-
nemű felosztáson túl elkülönítettük a szemcsehalmazt, valamint a szilárd és a folyékony testeket 
is további jól elkülöníthető csoportokra osztottuk. Megmutattuk, hogy az egyes eltérő viselke-
dés mögött az anyagon belüli rend megmaradásának a különböző típusai találhatók. Ezt követő-
en a kinematika szempontjából röviden jellemeztük a klasszikus kontinuumot, a 
rácskontinuumot és a szemcsehalmazt. Ezen belül megmutattuk, hogy a kollektív viselkedés és 
a rend megmaradása egyértelműen elkülöníti az egyes viselkedési típusokat. A kollektív visel-
kedés alapvetően a kontinuumra jellemző, az egyedi viselkedés a rend megtartása mellett a 
rácskontinuumra, az egyedi viselkedés átrendeződéssel a szemcsehalmazra jellemző. 

A jelen vizsgálódásunk során a folytonos és diszkrét modellezés dinamikai kérdéseit vesszük 
górcső alá. Áttekintjük a belső erők fizikai és matematikai jellemzését, a Newtoni mechanikát az 
erő és a nyomaték szempontjából, valamint a belső erők értelmezésének lehetőségeit a klasszi-
kus kontinuumban, a rácskontinuumban, valamint a szemcsehalmazban. Különös figyelmet 
szentelünk az ismeretlenek csoportosításának és a sorfejtésnek a rácskontinuum esetén, amely 
végül is elvezet az általánosított -, illetve a kvázikontinuum fogalmához. 

2  A BELSŐ ERŐK FIZIKAI ÉS MATEMATIKAI JELLEMZÉSE 

A testek kinematikai jellemzésénél a szilárd – folyadék – gáznemű felosztás vizsgálatából indul-
tunk ki; ehhez hozzátettük a szemcsés közegeket. A dinamikai vizsgálódást is ezzel a felosztás-
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sal kezdjük. Pontosabban megvizsgáljuk a belső erőket – a nyomást – a különböző halmazálla-
potú testekben. 

2.1 Gáz 
Először a nyugalomban lévő gáz nyomását vizsgáljuk. A gázban a nyomást a gázt alkotó ato-
moknak és molekuláknak az egymással való ütközéseivel értelmezzük. Értelemszerűen a gázt 
magába foglaló tartály oldalfalára ható nyomást az azzal való ütközéssel értelmezzük. A nyomás 
egy pontban minden irányban azonos. A nyomás a gáz minden pontjában azonos. A gáz nyomá-
sa független a gravitációtól, az legfeljebb egyfajta másodlagos jelenséget, a sűrűségnek a gravi-
táció irányában történő megváltozását (ezenkívül esetleg szedimentációt) eredményez. A gáz 
nyomása alapvetően az azt alkotó részecskék sebességétől, azaz az adott térfogat nagyságától, a 
térfogatban lévő részecskék számától, és a hőmérséklettől függ. 

Gáz áramlása során a nyomásviszonyok a nyugalmihoz képest megváltoznak. Ezzel együtt a 
nyomást továbbra is alapvetően a gázt alkotó atomoknak és molekuláknak az egymással való 
ütközései határozzák meg, a kollektív sebesség – áramlás – legfeljebb módosítja azt. Ami emlí-
tésre érdemes, az a következő. Az áramlás során az egymás mellett különböző sebességgel 
áramló „gázsugarak” – a keresztirányú atom- és molekulacsere révén – az áramlás irányába eső 
sebesség kiegyenlítésére törekszenek. A mechanizmus az az, hogy a gyorsabban haladó sugár-
ból a lassabban halódó sugárba átkerülő részecske néhány ütközés során átadja a lassúbb sugár-
nak az egyedileg birtokolt, a haladási irányba mutató többlet impulzusát, és hasonló képen a las-
sabból a gyorsabba jutó részecske „felgyorsul” miközben lassítja a gázsugarat. Ezt a jelenséget 
nyírófeszültség bevezetésével, annak hatásaként szokás magyarázni. A mechanizmus alapján a 
feszültség, különösen a nyírófeszültség fogalmának az alkalmazása nem mindenben megalapo-
zott. 

2.2 Folyadék 
A folyadékban a nyomást a folyadékoszlop súlyával értelmezzük. A folyadék egyes alkotó ré-
szeinek, tehát az atomoknak és a molekuláknak a mozgása nem játszik szerepet a nyomás létre-
hozásában. Fontos hangsúlyozni, hogy a folyadékban van hőmozgás, de nem az határozza meg 
a folyadékban a nyomásviszonyokat. A folyadékban létrejövő nyomás hasonló a gázban kiala-
kuló nyomáshoz abban, hogy egy pontban minden irányban azonos. A nyomás a nívófelülete-
ken azonos, és a nívófelületeknek a folyadék felszínétől való távolságával arányos. A folyadék-
nak csak gravitációs térben van nyomása. Ezt igazolja az űrhajósok kísérlete: gravitációmentes 
térben a folyadékot a felületi feszültség tartotta össze, a folyadék alakját az űrhajósok tetszőle-
gesen változtathatták, egy-egy apró mozdulattal módosítva a „folyadékcsepp” alakját. Utalunk 
rá, hogy a gázban a nyomás kialakulásához gravitációra nincs szükség. 

Az áramlásban lévő folyadék nyomásviszonyai – hasonlóan az áramló gázéhoz – megváltoz-
nak a nyugalmihoz képest, de az eltérés a folyadékok esetében is csak kis mértékű. Itt is értel-
mezhető az egymással párhuzamosan áramló sugarak sebességkiegyenlítődése, amelynek a me-
chanizmusa analóg a gázban lejátszódó folyamattal. Gravitáció hatására elkülönülésről nincs 
tudomásunk, de különböző fajsúlyú folyadékok rétegezve egymásra önthetők és csak rázás után 
keverednek össze. (De ez már a felületi feszültséggel van kapcsolatban.) 

2.3 Szemcsehalmaz 
A szemcsehalmazban a gravitáció hatására oldalnyomás lép fel. Az oldalnyomás nagysága a 
mélységgel arányos, de a nyomás a halmazokban függ a halmazt alkotó elemek alakjától, és a 
halmazban való elrendeződésétől. A tapasztalat szerint az oldalnyomás tényezője kisebb, mint 
egy, de konstruálható olyan halmaz is, amelyben egynél nagyobb. Meg kell jegyezni, hogy az 
oldalnyomás értéke függ a kohéziótól is, azaz a szemcséknek az egymáshoz való tapadás képes-
ségétől. Száraz, „nagy” szemcsék (kavics) esetén a kohézió elhanyagolható, nedves és „kis” 
szemcsék (homok, még inkább homokliszt) esetén a kohézió jelentős lehet. Az olyan szemcsés 
közeg, ahol a szemcseméret már az óriásmolekulák nagyságrendjébe esik, inkább folytonos, de-
formálható szilárd közegként, semmit szemcsehalmazként viselkedik (agyag). A szemcsehalma-
zokban – az oldalnyomás tényezőjéből következik, hogy – egy pontban a különböző irányokban 
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más és más a nyomás értéke. A szemcsehalmazban is van hőmozgás, bár ez a szemcsék mecha-
nikai viselkedését nem befolyásolja. A szemcsehalmazban, amennyiben a szemcsék csak érint-
keznek, az egyes szemcsére csak erők hathatnak, nyomatékok nem. Ha a kapcsolat nem pont-
szerű és a kapcsolatban kohézió értelmezhető – valamilyen „ragasztó” van jelen –, akkor a 
szemcsék egymásra véges nagyságú felületen hatnak, ezt első lépésben megoszló erővel model-
lezzük, amely esetleg közelíthető, vagy modellezhető az eredő erővel és az eredő nyomatékkal. 

2.4 Deformálható szilárd közeg 
A deformálható szilárd közegekben nincs nyomás. Gravitáció hatására alatt a függőleges irány-
ban a sűrűségnek megfelelően változik a nyomófeszültség értéke; oldalnyomás nem lép fel. A 
deformálható szilárd közegben az alakváltozások függvényében megoszló erő, azaz feszültség 
ébred. A feszültség egy másodrendű szimmetrikus tenzor. Az alakváltozás mechanizmusa több-
féle is lehet, ennek kapcsán utalunk a tavalyi előadásunkra. 

2.5 Mátrixban ülő merev testek 
Erre egy igen találó példa a gördülő csapágy. A csapágy két merev pofája között egy rögzített 
mátrixban golyó, egyenes, vagy kúpos henger alakú elemek ülnek, amelyek a súrlódás hatására 
forognak. Az elem felületén ható súrlódási erő a forgás középpontjára nézve nyomatékot hoz 
létre. Tehát modellezhető a mátrixban ülő elem úgy, hogy erők és nyomatékok hatnak rája. 

2.6 Dipólfolyadék 
Olyan folyadék, amely ellipszoid alakú részecskékből áll, és a részecskék elektromosan polari-
záltak. Ekkor az elektromágneses tér hatására a részecskék változtatják a térbeli helyzetüket. Az 
egyes részecskék modellezhetők úgy, hogy erők és nyomatékok hatnak rájuk. 

2.7 A halmaz – szilárd test átmenet 
A halmazban az egyes szemcsék gyakorlatilag pontonként érintkeznek, és szabadon elmozdul-
hatnak egymás mellett, sőt elválhatnak egymástól, egy szemcse két másik közé beékelődhet, 
és/vagy a kettő között átcsusszanhat. Amennyiben a szemcsék ezen szabad mozgásának lehető-
sége megszűnik, akkor a halmaz – viselkedését tekintve – közeledik a deformálható szilárd test-
hez. Két módon is megvalósulhat ez az átmenet. Az egyik, hogy a szemcséket ragasztó köti ösz-
sze. Ez a talajnál természetes módon meg végbe. Az igen apró frakciójú szemcsék esetén a 
vízburok gyakorlatilag összeragasztja a szemcséket. (Az agyag igen apró frakciójú „homokhal-
maz”, csak a vízburkok szilárd anyaggá kapcsolják össze a homokszemcséket. Természetesen 
igen leegyszerűsítettük a képet, merthogy a szemcsék közvetlen kapcsolatba is léphetnek, gon-
doljunk csak az agyag kiégetésére, amikor is nem port, hanem szilárd testet kapunk. Persze, ha 
folyamatos sodrás közben szárítjuk ki, akkor port is kaphatunk.) A másik, hogy a mechanikai ál-
lapot során olyan helyzet alakul ki, hogy a szemcsék már nem mozdulhatnak el egymáson, hely-
cserétől pedig nem lehet szó. Azaz a szemcsék, mint szilárd testek deformálódnak, és ezen de-
formációk összessége adja a szemcsehalmaz egészének a deformációját. 

3  A NEWTONI MECHANIKA 

3.1 Pont, pontrendszer, merev test 
Az anyagi pont mechanikájának az alapjai a Newton-féle axiómák: a tehetetlenség törvénye, a 
dinamika alapegyenlete, a kölcsönhatás törvénye és az erőhatások függetlenségének elve. Az 
egyes axiómák alapján a mechanikai modell egyes elemeit rögzítjük. Így a tehetetlenség törvé-
nye alapján értelmezünk az inerciarendszert. A dinamika alapegyenlete alapján az erőt, a töme-
get és az impulzust értelmezzük, maga az egyenlet az erő és az impulzus változása közötti kap-
csolatot adja meg. A kölcsönhatás törvénye rögzíti, hogy a hatásokat erőként (ha úgy tetszik, 
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vektorként) értelmezzük, a hatást két, ellentétes, eredőjüket tekintve nulla értékű erőként model-
lezzük (foghatjuk fel). Az erőhatások függetlenségének elve azt mondja ki, hogy az egyes erők 
egymástól függetlenül hatnak, különben az erők fellépésének a sorrendjétől függne a két erő 
együttes hatása. 

Az anyagi pont mozgásegyenletének vizsgálata során értelmezzük a munkát, a kinetikus ener-
giát és az erőteret. Konzervatív (úttól független) erőtérben értelmezhető a potenciális energia, és 
felírható a mechanikai energia megmaradási tétele. 

Az anyagi pont centrális erő hatása alatt történő mozgása során értelmezhető a területi sebes-
ség, fennáll a felületi tétel (a centrumból az anyagi ponthoz húzott sugár egyenlő idő alatt 
egyenlő területet súrol). Az anyagi pont impulzusának a centrális pontra vonatkozó nyomatéká-
val értelmezzük az anyagi pont impulzusnyomatékát (impulzusmomentumát). Ennek segítségé-
vel a felületi tétel a következő alakban fejezhető ki: a centrális mozgást végző anyagi pont im-
pulzusmomentuma állandó. Az impulzushoz hasonlóan bármely erőnek egy pontra vett 
nyomatékát is értelmezhetjük. 

Az anyagi pontok rendszerének vizsgálata során az erőket külső és belső erőkre osztjuk. A 
belső erők esetén egy újabb axiómát (vagy ha jobban tetszik, akkor egy újabb tapasztalati tényt) 
fogalmazunk meg: a belső erők centrálisak, azaz két anyagi pont között ható erő és ellenerő a 
két anyagi pontot leíró (modellező) pont által meghatározott egyenes mentén hat. 

Ezen feltétel mellett az anyagi pontok mozgása jellemezhető globálisan; ennek során a belső 
erők nem játszanak szerepet. A globális jellemzés a rendszer tömegközéppontjának a mozgása, a 
rendszer egészének impulzusa és az energiája segítségével történik. Ehhez a mozgásegyenletek 
tíz integrálját kell felírni, amelyek megadják a tömegközéppont térbeli helyét (mozgását) (3 
egyenlet), a tömegközéppont sebességét (3 egyenlet), a rendszer impulzusmomentuma (3 egyen-
let) és a rendszer teljes energiáját (1 egyenlet). Zárt rendszer esetén a rendszer tömegközéppont-
ja tehetetlenségi pályán, állandó sebességgel mozog, az impulzusnyomatéka és az energiája ál-
landó. A rendszer nem feltétlen van nyugalomban, és a rendszert alkotó anyagi pontok a 
rendszeren belül mozgást végezhetnek (a kezdeti feltételektől és a belső erőktől függően). 

Az anyagi pont, illetve pontrendszer mozgásának egyik jellemzője az erőknek és az impulzu-
soknak egy pontra vett nyomatéka. A nyomaték származtatott mennyiség, első megközelítésben 
két vektor vektoriális szorzata. 

Amíg a kölcsönhatás során az erők „párban” jelentkeznek, addig egy tetszőleges vektor nyo-
matékának nem kell, hogy feltételen legyen „párja”. Ugyanis az impulzus ugyan vektor, de nem 
két test egymásra hatásaként értelmezzük, hanem egy anyagi pont dinamikai állapotjellemzője-
ként. 

Az impulzusmomentum az anyagi pont, illetve a pontrendszer mozgásának egyik állapotjel-
lemzője; e nélkül a mozgás egyértelműen nem írható le. A mozgást szokás kinematikai – dina-
mikai változópár fogalomban jellemezni: az anyagi pontok esetén az elmozduláshoz, pontosab-
ban a sebességváltozáshoz az erőt rendeljük. Az impulzusnyomaték esetén a területi 
sebességváltozáshoz rendeljük a nyomatékot. Hangsúlyozni kell, hogy nem a szög megváltozá-
sához rendeljük a nyomatékot, hanem a területi sebesség megváltozásához. A területi sebesség 
megváltozása akkor és csak akkor fejezhető ki szögsebesség változásaként, ha a centrális moz-
gás pontosan kör mentén történik! (Másképpen megfogalmazva: egy bivektor csak bizonyos 
megkötés mellett tekinthető szögváltozónak). Az külön kérdés, hogy egy gömbfelületen való 
mozgás, vagy ami ezzel egyenértékű, hogy egy merev testnek egy pont körüli tetszőleges forgá-
sa is „centrális” (nem teljesen, mert a centrális mozgás fogalmába az is bele tartozik, hogy sík-
beli a mozgás!), és tetszőleges forgás felbontható három forgás „összegére”. 

Az anyagi pontok rendszerének egy kitüntetett fajtája a merev test: a rendszert alkotó anyagi 
pontok egymástól vett távolsága állandó. Megjegyezzük, hogy folytonos anyageloszlásról szó 
sincs, egyszerűen az anyagi pontokat merev, súlytalan rudak kötik össze. Merev test esetében a 
belső mozgás nem létezik, ezzel együtt belső erőkről sem lehet beszélni. A merev testet, mint a 
pontrendszer egészének a mozgását lehet leírni: a tömegközéppont térbeli helyének, a tömegkö-
zéppont sebességének, a rendszer impulzusmomentumának, és a rendszer teljes energiájának a 
változása jellemzi a merev test mozgását. 

Egy merev test tehát hat kinematikai szabadságfokkal bír. Ezeket három eltolódás(kompo-
nens)ként, és három szögforgás(komponens)ként szokás értelmezni. Ennek megfelelően a merev 
test dinamikai jellemzéséhez egy erő és egy nyomaték három-három komponensét tekintjük. 
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Meg kell jegyezni, hogy az eltolódás mellett szereplő három kinematikai szabadságfok alap-
vetően három területi sebesség, amely a test merev volta, és a kitüntetett, mi több, az egyszer s 
mindenkorra rögzített centrum miatt szögváltozóval egyértelműen megadható. 

Végezetül röviden áttekintjük az erőt és a nyomatékot a pontrendszerek mechanikájában. 

3.2 Erő 
Newton II. axiómájával értelmezzük: az erő nagyságát az általa létrehozott gyorsulás nagyságá-
val arányosnak vesszük, és az erő irányának a gyorsulás irányát tekintjük. 

Az erő – vektormennyiség: nagysága és iránya van. Hatása, hogy a test gyorsul, megváltozik 
a test impulzusa (lendülete). 

Az erőt valamely másik test hatásaként értelmezzük. Az erők „párban” lépnek fel, érvényes 
rájuk a III. axióma: ha egy test egy másik testre valamely erővel hat, úgy az a bizonyos második 
test az elsőre azonos nagyságú, de ellentétes értelmű erővel hat. Azaz nincs hatás ellenhatás nél-
kül, és a kettőjük eredője nulla. 

A IV., Newton által nem kimondott, de alkalmazott axióma az erőhatások függetlenségének 
elvét rögzíti. Azaz, ha már hat egy F1 erő, és ezt követően hat egy F2 erő, akkor az F1 erő hatása 
nem változik meg az F2 erő felléptével. Egyúttal F1 és F2 erő hatása megegyezik az F1 + F2 erő 
hatásával. 

Az erő a Newtoni mechanikában elsődleges fogalom, és kiterjedés nélküli, anyagi pontok 
esetére lett bevezetve (értelmezve). 

3.3 Nyomaték 
A nyomaték a Newtoni mechanikában másodlagos fogalom, az anyagi pontnak a centrális erő 
hatása alatti mozgása jellemzésére lett bevezetve. E szerint a centrális mozgásnál a területi se-
besség állandó. A terület kifejezhető az impulzusnak a centrumra vett nyomatékával. A felületi 
tétel azt mondja ki, hogy az anyagi pontra ható erő nyomatéka megegyezik az anyagi pont im-
pulzusnyomatékának idő szerinti változásával. Centrális erő esetén az erő átmegy a centrumon, 
tehát nyomatékot nem ad, így a területi sebesség állandó. 

A nyomaték értelmezéséhez egy vektorra és egy kitüntetett pontra van szükség. A nyomaté-
kot vektoriális szorzatként szokás értelmezni; ebből a szempontból a nyomaték nem vektor, ha-
nem pszeudovektor: a tényezők sorrendjének felcserélésével a nyomaték előjelet vált. A nyoma-
ték tulajdonképpen egy terület meghatározott körüljárási iránnyal. Hiszen a nyomatékot a cent-
rumtól az anyagi ponthoz húzott sugárnak egy egységnyi idő alatt súrolt felület nagyságával 
azonosítjuk. A vektorok vektoriális szorzatát is területtel értelmezzük, csak éppen pont a kétsze-
resét annak, mint a sugár által lesöpört terület. 

Matematikai értelemben a nyomaték bivektor: egy adott síkban egy mennyiség – terület –, és 
annak körüljárási iránya. Ez a felbontás nem egyértelmű (egy terület különböző oldalhosszúsá-
gú és szögű paralelogrammákkal adható meg). Az, hogy a bivektor a háromdimenziós euklide-
szi térben (pszeudo)vektorként (is) szemléltethető, a tér dimenziószáma miatt lehetséges: a két-
dimenziós altér kodimenziója a háromdimenziós térben éppen egy, azaz a kiegészítő altér egy 
egyenes, amellyel egybe eshet egy vektor. Az n-dimenziós térben csak az (n – 1)-vektor szem-
léltethető (pszeudo)vektorként. 

A nyomaték tehát egy nagyság és egy körüljárási irány egy kétdimenziós altérben. 
Megjegyezzük, hogy a nyomaték nyomatéka, mint vektormennyiség, a 3-dimenziós (Euklide-

szi) térben nem értelmezhető, mert három vektorból a bivektor mintájára alkotott trivektor egy 
(alternáló) skalár mennyiség (a három vektor által meghatározott paralelepipedon előjeles térfo-
gata), és nem rendelhető hozzá egy 1-dimenziós altér (és így vektor sem). 

4  FOLYTONOS ÁLLAPOTJELLEMZŐK, HATÁRÁTMENET 

Határátmeneten azt az eljárást értjük, amellyel valamilyen végtelen sorozat, függvénysorozat, 
stb. határértékét állapítjuk meg. 

A végtelen sorozat: a természetes számokhoz rendelt szám, függvény, stb. értékek halmaza. 
(Megszámlálhatóan sok elemről beszélünk!) 
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Határérték: egy sorozat elemei egy előre megadott kicsiny számnál közelebb vannak a „határ-
értékhez” (metrikus térben), illetve, ha a „határérték” bármely környezete véges sok kivételével 
tartalmazza a sorozat összes tagját (topológikus térben). 

Tehát a határérték egy sorozat tagjainak valamely közelségen (távolság, vagy környezet) ala-
puló vizsgálata. Új halmazt nem értelmez, csak kijelöli azt az elemet, amelyhez a sorozat „tart”. 
(Ez az elem nem feltétlen tagja a sorozatnak.) 

A határérték az analízis egyik alapfogalma, ezen alapul többek között a differenciálhányados, 
a folytonos függvény, az integrál, stb. fogalma. 

Maga a vizsgálandó függvény, mint ponthalmaz, amelynek pl. a folytonosságát vizsgáljuk, 
vagy a differenciálhányadosát határozzuk meg, már kontinuum számosságú és mindig csak egy 
pontban vizsgáljuk egy-egy tulajdonságát: a folytonosságát, a függő és a független változó dif-
ferenciáljai hányadosának létezését, stb. Nem új, kontinuum számosságú halmazt vezetünk be 
egy megszámlálhatóan sok elemű halmaz határértékeként. 

Tehát, határátmenettel nem értelmezhető 
– megszámlálható végtelen sok elemből kontinuum számosságú sok elemű halmaz, 
– diszkrét pontok halmazából folytonos közeg, 
– anyagi pontok diszkrét tömegeiből folytonos sűrűségeloszlás, 
– diszkrét erővektorok sokaságából megoszló erő (feszültségtenzor), 
– diszkrét nyomaték „vektorok” sokaságából megoszló nyomaték. 
Általában, a kontinuum számosságú tartományon „adott” folytonos függvények, a tenzoriális 

rendjüktől függetlenül, határátmenettel nem értelmezhetők, hanem azokat posztulálni kell. Ha-
sonlóan ahhoz, ahogy Newton az anyagi pontokra posztulálta az erőt. 

Mindezek mellett a megoszló nyomaték azért sem értelmezhető, mert nullméretű távolság 
esetén a nyomaték fogalma nem értelmezhető: a nyomaték korrekt értelmezéséhez két, nem 
egybeeső pontra, és azok közötti távolságra van szükség. 

Végezetül megvizsgáljuk, hogy határátmenet alapján hogyan lehetne feszültséget értelmezni. 
Abból indulunk ki, hogy egyrészt, egy vizsgálat alá vett F felületidomon adott néhány erő (a 

nyomatéktól nyugodtan eltekinthetünk), másrészt, hogy az erők nem alkotnak egy folytonos 
tenzormezőt, sőt, diszkrét, megszámlálható sok pontban adottak az erők. Ha ettől a feltevéstől 
eltekintenénk, akkor ahhoz jutnánk, hogy posztuláltuk a feszültségtenzort, holott ép azt akarjuk 
igazolni, hogy határátmenettel értelmezhető. Tehát az erők az F felületidom véges sok pontjában 
adottak. Ezt követően már elegendő arra utalni, hogy az 

∫
∑

→

F

F
F df

F

0
lim  (1) 

határátmenettel nem értelmezhető folytonos függvény. Ugyanis, mivel az F erők véges sok 
pontban vannak értelmezve, ezért a fenti határértékek azokban a pontokban, ahol az erők adot-
tak, ott végtelen értéket adnak, ahol pedig nincs erő, ott véges értéket ad. Azon kívül, hogy a ha-
tárátmenettel nyert értékek nem alkotnak folytonos függvényt, nem tükrözik vissza sem a való-
ságot, sem pedig mechanikailag egyenértékű rendszert sem értelmeznek. 

5  BELSŐ ERŐK A KLASSZIKUS KONTINUUMBAN 

A kontinuumban a Newtoni mechanikai erő fogalmával analóg mennyiséget, a megoszló erőt, 
azaz a feszültséget kell értelmezni. 

A feszültség értelmezéséhez ki kell lépni az anyagi pont és a pontrendszerek köréből. Olyan 
testet kell tekinteni, amely kontinuum számosságú sok pontból áll. Azaz a deformálható szilárd 
test az euklideszi tér egy (háromdimenziós) tartománya. Ennek bármely pontja kiterjedés nélkü-
li, tömege nincs. Ekkor ahhoz, hogy a Newtoni mechanikát alkalmazni tudjuk, értelmezni kell 
egy tömeggel bíró „anyagi pontot”. Ez azt jelenti, hogy a kontinuum – kompakt, zárt, korlátos 
ponthalmaz – egy kicsiny, de véges térfogatú részét kell tekinteni. Ennek – miután van térfogata 
– már van tömege, és erre a tömegre nézve felírhatók a Newtoni mechanikai egyenletei. 
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A testen belüli kölcsönhatás megfogalmazásához részben térfogati, részben felületi erőket ér-
telmezünk. A térfogati erők azok, amelyeket „centrálisnak” tekinthetünk, ez az, amellyel a tehe-
tetlenség kifejezhető. Az egymás „melletti” kicsiny térfogatú „anyagi pontok” a felületük „men-
tén” egymásra hatnak, a P felületi erőkön keresztül: 

P = F∫σdF. (2) 
Ennek az „egymásra hatásnak” meghatározható az M nyomatéka is egy pontra véve: 

M = F∫[σ,r]dF. (3) 
Egy derékszögű tetraéder egyensúlyának a vizsgálata alapján megmutatható, hogy a σ felületi 

erő valójában nem erő, hanem egy másodrendű tenzor, egy kocka (koordinátafelületek által ha-
tárolt görbült téglány) egyensúlyának a vizsgálatával, hogy a σ másodrendű tenzor szimmetri-
kus. Ezen kívül egy elegendően kicsiny, de véges felületen erőt ad, amelyhez másodrendben ki-
csiny nyomaték társul. 

Tehát a kontinuum belső dinamikai állapotát egy pontonként megadott, folytonos, szimmetri-
kus, másodrendű tenzor értelmezi úgy, hogy egy véges mértékű, de első rendben kicsiny felüle-
ten első rendben kicsiny erőt és másodrendben kicsiny nyomatékot ad. 

6  BELSŐ ERŐK A RÁCSKONTINUUMBAN, ÉS AZ ÁLTALÁNOSÍTOTT -, 
VAGY KVÁZIKONTINUUMBAN 

6.1 A megoszló nyomaték formai értelmezése 
Az általánosított kontinuumban a klasszikus kontinuum feszültség fogalmával analóg mennyi-
séget, a megoszló nyomatékot, vagy nyomatéki feszültséget kell értelmezni. 

A megoszló nyomatékot a kontinuumban a feszültség analógiájára szokás értelmezni. A σ he-
lyett egy más betűt választva, pl. µ, a feszültséggel analóg matematikai műveleteknek vetik alá. 
Ennek megfelelően vizsgálják a derékszögű tetraéder egyensúlyát, és megmutatják, hogy a µ 
mennyiség másodrendű ternzorként transzformálódik. És a kocka egyensúlyát vizsgálva írják fel 
a rá vonatkozó egyensúlyi (mozgás-) egyenletet. Pontosabban az erő nyomatékára vonatkozó 
egyenletben veszik figyelembe a µ hatását, és így σ szimmetriája nem feltétlen kell, hogy fenn-
álljon. Ugyanakkor µ szimmetriájára nézve semmiféle megkötés nincs – dinamikai oldalról. 

Ami eddig történt, az nem más, mint analógia alapján matematikai összefüggések felírása, 
amelynek sem a matematikai, sem a fizikai tartalmát nem vizsgáltuk meg. 

Tehát a 

F∫σdF = P (4) 
összefüggés alapján a felületi nyomaték, azaz a megoszló nyomaték egy 

F∫µdF = M (5) 
típusú összefüggéssel lenne értelmezhető. Ehhez az szükséges, hogy megmutassuk, hogy létezik 
olyan µ folytonos függvény, amely egy pontban nyomatékként értelmezhető. Mivel a nyomaték 
származtatott mennyiség, mint két vektor – erő és az erő karjának – vektoriális szorzata, azaz 
bivektor, ezért felületen megoszló, folytonos nyomaték nem értelmezhető. Ugyanis feszültséggel 
analóg konstrukció az, hogy minden pontban, a ponthoz kötött megoszló nyomatékot értelme-
zünk: ekkor a pontnak önmagától vett távolságát kell venni, ami nulla. Amennyiben egy szom-
szédos ponttól vett távolság szerepel a rendszerben, akkor értelmezhető belső nyomaték, de az 
nem megoszló, hiszen a pontok magadott, véges nagyságú távolságra helyezkednek el egymás-
tól. (Megjegyezzük, hogy görbe mentén, a görbe érintője körül „forgató” folytonos, megoszló 
nyomaték értelmezhető.) 

Rá kell mutatni arra, hogy a nyomatéki, mikropoláris és direktor elméletekben szereplő nyo-
matékok mellett mindig szerepel egy kicsiny, hosszúság dimenziójú mennyiség is. Ekkor µ nem 
folytonos függvény, hanem egy rácsrendszer pontjaiban értelmezett mennyiség, és nem világos, 
hogy a µ hogyan is változik két rácspont között, és egyáltalában, értelmezett-e két rácspont kö-
zött. 
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Másképpen fogalmazva, a kérdés az az, hogy vajon a nyomatéki, mikropoláris és direktor el-
méletekben szereplő nyomatékok, illetve általánosított feszültségek milyen matematikai objek-
tumok. A kérdésfeltevés jogosságát az indokolja, hogy ezeket a fogalmakat folytonos mennyi-
ségként vezetik be a fenti elméletekben, de „megoszló nyomaték”, és ennek mintájára 
„megoszló magasabb rendű feszültség” csak „diszkréten” értelmezhető. 

6.2 A mechanikai rendszerek csoportokban rendezése (osztályozása) 
A „megoszló nyomaték”, illetve más, „folytonos, magasabb rendű feszültségek” értelmezéséhez 
más matematikai módszer vezet el. Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, először a mechanikai rend-
szereket kívánjuk csoportokban rendezni (osztályozni). Ezt követően áll módunkban néhány 
matematikai művelet – az ismeretlenek csoportosítása és a sorfejtés – segítségével a „megoszló 
nyomatékot”, vagy más, „folytonos, magasabb rendű feszültséget” értelmezni. Először az osztá-
lyozást tekintjük át. 

A szakirodalomban ismeretes az anyag mechanikai modellezésének az alábbi sora: 
anyagi pont – merev test – folytonos közeg – nyomatéki közeg – mikropoláris közeg – direktorok. 

A sorba rendezés azon alapul, hogy egyre több szabadságfoka van a modellnek. 
A fentiekkel kapcsolatban rá kell mutatni néhány tényre. 
Az első, hogy ugyan mind a kinematikai, mind a dinamikai szabadságfokok száma nő, de 

közben a testre nézve továbbra is csak erőkre és az erők nyomatékára tudunk egyensúlyi (moz-
gás-) egyenletet felírni. A kinematikai és dinamikai szabadságfokok tenzoriális rendje egyre 
magasabb, de a leírásra alkalmazott tér ponttér, és a dimenziója továbbra is három. A fentebb 
megadott anyagi pont – merev test – folytonos közeg … sorban több, a sorral nehezen össze-
egyeztethető „ugrás” van. Ez egyik, hogy a merev test a folytonos közeg egy speciális esete, 
amikor is a test nem deformálódik, tehát inkább része, semmint két külön entitás. Ebből a szem-
pontból a pont – közeg felosztás tűnik egyértelműnek, de a közegen belüli, további osztályozás 
ettől független. (Ezt úgy is megfogalmazhatjuk, hogy egy pontból és kontinuum számosságú 
sok pontból álló rendszerek.) A sorban a szabadságfokok száma szerint is egy „ugrás” található. 
Az első elemet eltolódással, a másodikat eltolódással és elfordulással, majd a harmadik elemet 
ismét csak eltolódással jellemezzük, és csak a negyedik elemtől kezdve lesz ismét eltolódás és 
elfordulás, mint szabadságfok. Ebből a szempontból az anyagi test és a merev test egyfajta 
(diszkrét) elemnek, a közegek egy másfajta (folytonos) elemnek tekinthetők. A kétféle szempont 
szerint a merev test és folytonos közeg két külön csoportba tartozik, és talán nem egy sorról van 
szó, hanem kettőről. Ugyanakkor ki kell térni arra, hogy a merev test igazából nem kontinuum: 
anyagi pontok mereven kapcsolva már merev testet alkotnak, a merev test tehát nem feltétlen 
kontinuum. A számosság kapcsán kell megemlíteni azt is, hogy a mechanikai rendszerekhez tar-
toznak az anyagi pontok rendszere, a merev testek rendszere, mint például a szemcsék halmaza, 
vagy a kristályrácsok. Ezek a mechanikai rendszerek, mint az anyagnak közegeként való mo-
delljei, nehezen illeszthetők be a fenti lineáris sorba. 

A továbbiakban a dinamikai mennyiségek vizsgálatán keresztül teszünk javaslatot a klasszi-
kus kontinuum általánosításának új (?) értelmezésére, illetve a hagyományos anyagi pont – me-
rev test – folytonos közeg … sor helyett a mechanikai modelleknek egy táblázatos elrendezésbe 
való összefoglalására. 

A mechanikai rendszereket az alábbi „sor”-ba rendezzük. (Az osztályozáshoz néhány állítást 
igazolni kell; ettől most eltekintünk.) Fontos kihangsúlyozni, hogy kontinuumról még nem be-
szélünk. 
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anyagi pontok rendszere 
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merev test 

deformálható szilárd test 
érintkező szemcsék halmaza 

 
Ezt követően kellene értelmezni egy olyan „anyagi pontot”, amely nem csak az eltolódásával, 

hanem az elfordulásával is jellemezhető, valamint nem csak erők, hanem nyomatékok is hathat-
nak rája. Ennek a fogalomnak a fizika más területein már vannak előzményei, ezt spinornak ne-
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vezzük. Tulajdonképpen a merev test egy ilyen spinor, csak a merev testnek véges kiterjedése 
van, a spinort úgy kívánjuk értelmezni, mint az anyagi pontot: kiterjedés nélküli. 
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merev (félmerev) spinortest 
deformálható szilárd spinortest 

érintkező spinorszemcsék halmaza 
 
Ezt követően kellene értelmezni egy olyan „anyagi pontot”, amely nem csak az eltolódásával 

és az elfordulásával, hanem belső alakváltozásával is jellemezhető, valamint nem csak erők és 
nyomatékok, hanem belső feszültségek is hathatnak rája. Ennek a fogalomnak a már korábban a 
fizikában bevezetett direktor feleltethető meg. Tulajdonképpen a deformálható szilárd test egy 
ilyen direktor, csak a szilárd testnek véges kiterjedése van, a direktort úgy kívánjuk értelmezni, 
mint az anyagi pontot: kiterjedés nélküli. 
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Most összerakható a rendszer (lásd a következő táblázatot); a rendszer teljes. A direktor belső 

tulajdonsága alapján (a tenzor rendje szerint) akár folytatható is. De csak lefelé. 
Megjegyzés: a rendszerben a kontinuum nem szerepel. Azaz ezek a – fentebb megnevezett – 

rendszerek megszámlálható sok elemből állnak, legfeljebb az egyes elemek kinematikai és di-
namikai szabadságfokai eltérőek (jellegűkben és számukban). A kontinuum a fentiektől eltérő 
fogalom. 
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6.3 Csoportosítás 
A csoportosítás elvét két dimenzióban, egy kétszer két elemű rendszeren mutatjuk meg a követ-
kező oldal ábráján. 



 
Lámer 

 
310 

 
A rendszer tehát négy elemből áll, amelyet egy négyzet négy csúcsában állónak képzelünk el. 

Minden elemnek két szabadságfoka van, tehát a rendszer összesen 4×2, azaz 8 szabadságfokkal 
bír. Ezt az alábbi táblázatban tüntettük fel. Egy-egy szabadságfokot egy-egy nyíl ábrázol a táb-
lázatban. 

A csoportosítás során olyan ismeretleneket „képezünk”, hogy egy-egy „általánosított”, „cso-
portosított” ismeretlenben minden egyes elem rendelkezzék erőkomponenssel, az erőkomponen-
sek nagyságra egyezzenek meg, legfeljebb értelmük (irányításuk a hatásvonal mentén), illetve 
irányuk (melyik tengellyel esik egybe a hatásvonala) nem kell, hogy azonos legyen. A csoporto-
sítás ezután a szimmetria elvei szerint végezhető el. Az első (két) ismeretlen az, ha minden cso-
mópontban azonos irányban, azonos értelemben hat az erő; ekkor kapjuk a két tengely irányába 
ható erőt (első oszlop a következő táblázatban). Ha két-két elemre az erők értelmét (irányítását) 
megváltoztatjuk, akkor különböző feszültségállapotok diszkrét modelljeihez jutunk. Ha egy sor-
ban változtatjuk meg az erők irányítását, akkor az egyszerű nyíráshoz (harmadik oszlop), ha egy 
oszlopban, akkor a nyomáshoz (negyedik oszlop), végül, ha átlósan, akkor a (tiszta) hajlításhoz 
(ötödik oszlop) jutunk. Végezetül, ha a két egyszerű nyírás összegét és különbségét képezzük 
(pontosabban azok felét), akkor jutunk a forgató (csavaró) nyomatékhoz és a tiszta nyíráshoz 
(második oszlop). 

 
A csoportosított ismeretleneket a fenti táblázatban ábrázoltuk. Ebben a táblázatban egy-egy 
négyzetben szereplő négy nyíl egyszerre alkotja a csoportosított, vagy általánosított ismeretlent. 
Rá kell mutatni arra, hogy ez az eljárás semmiben sem különbözik a Lagrange által az analitikus 
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mechanikában alkalmazott csoportosítás módszerétől (legfeljebb ő analitikusan végzete el a 
csoportosítást, mi, a szemléletesség kedvéért, geometriai úton). 

Az látható, hogy a nyomatéki elmélet alapvető elemei megjelennek, ha úgy tetszik reprezen-
tálhatók: az erő, a nyomaték, a normál- és nyírófeszültségek (maga a feszültségtenzor szimmet-
rikus), és a „megoszló” nyomatékok. 

A következő lépés a térbeli, 2×2×2 elemű egységre vonatkozó csoportosított ismeretlenek 
előállítása, illetve a síkban 3×3 elemű egységek vizsgálata. Ez utóbbi elvezet a térbeli 3×3×3 
rendszerhez. A további vizsgálathoz két lehetőség áll fenn. Az egyik az, hogy az elemek számát 
növeljük, és az n×n×n (n = 4,5, ...) eseteket vizsgáljuk. Vagy eltekintünk attól, hogy a tér három 
irányában azonos a figyelembe vett elemek száma, és a k×l×m (k ≠ l ≠ m, k ≠ m) általános ese-
teket vizsgáljuk. Sőt, a koordinátarendszer ortogonalitásától eltekintve modellezhető tetszőleges 
koordinátarendszerű, „görbült” rácshálózat is. Ezek további, részletes, vizsgálatától eltekintünk. 

Érdemes rámutatni a fenti táblázat egy sajátosságára: a nyomatékkal kapcsolatos mennyisé-
gek megjelentek úgy, hogy az alaprendszerben csak erőket tekintettünk ismeretleneknek, és 
nyomatékokat nem. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy ha a nyilak alatt forgatónyomatékot érte-
nénk, akkor a csoportosítás során olyan „általánosított” nyomatékokat értelmeznénk, amelyek 
mind a négy elemet külön-külön forgatnák. 

A csoportosítással ugyan szemléletesen értelmezhető mind a feszültség, mind a „nyomatéki 
feszültség”, de az így bevezetett „általánosított”, vagy „csoportosított” ismeretlenek diszkrét 
mennyiségek. Ezek nem tekinthetők folytonos mennyiségeknek. 

A továbbiakban megmutatjuk, hogy a diszkrét mennyiségeket hogyan lehet folytonos meny-
nyiségekkel „közelíteni”, azaz valamilyen értelemben folytonos elméletet létrehozni. 

6.4 Sorfejtés, módszer a folytonos mennyiségek értelmezéséhez 
A fenti csoportosítás után előáll egy olyan helyzet, hogy rácspontokból alkotott cellákon, azaz 
diszkrét értelmezési tartományon adottak az ismeretlen mennyiségek. 

Rácspontokon adott ismeretleneket közelítjük folytonos függvényekkel. A folytonos függvé-
nyek értelmezési tartománya a folytonos beágyazó tér (kontinuum!). Ezt az elvet két ábrával il-
lusztráljuk. 

Az első két ábrán azt mutatjuk meg, hogy diszkrét pontokban értelmezett függvényt különbö-
ző jellegű folytonos függvényekkel közelíthetjük. A diszkrétséget legjobban megközelítő függ-
vények Dirac-delta jellegűek, de a folytonosság elvárásának a diszkrét pontokat a legsimábban 
összekötő görbék felelnek meg. Ezek a következő két ábrán a „csúcsokat” „legrövidebben” ösz-
szekötő görbék. 

A második két ábrán kiemeltük a folytonos modellezés görbéit, illetve az attól való eltérés 
egy-két változatát is feltüntettük. Ez utóbbiak a két pont között található „hullámszámban”, il-
letve az egyes hullámok alakjában különböznek egymástól. 

Megjegyezzük, hogy a sorfejtésben megtartott tagok számával különböző elméleteket lehet 
„generálni”. 

A diszkrét rendszert alapvetően két viselkedési forma különbözteti meg a folytonos viselke-
déstől. Az egyik, hogy a kollektív mozgás mellett fellép az egyedi, tehát a szomszédos elemek 
egymásra történő mozgása, valamint az egyes elemeknek a kollektív mozgásából adódó, az elto-
lódással egyértelműen meghatározott elforduláson kívüli, az egyes elemek egyedi elfordulása is. 
Az ábrák a kollektív és a nem kollektív mozgásra egyaránt vonatkozó sorfejtést tartalmazzák; 
fizikailag az elfordulást interpretálják. 
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kollektív viselkedés nem kollektív viselkedés 
 

 

  
kollektív viselkedés nem kollektív viselkedés 

 

Végzetül rá kell mutatni arra, hogy a folytonos modell, azaz a klasszikus kontinuum, a kol-
lektív viselkedést írja le. A diszkrét modell folytonos közelítését szokás kvázikontinuumnak, 
vagy rácskontinuumnak nevezni. Ezek alapvetően a nem kollektív mozgások jellemzésére al-
kalmasak. Ilyen például az optikai rezgés rácsokban, vagy zavaró hatások fellépése az egyes rá-
csok kapcsolódási felületein, vagy nemlokális hatás fellépése a rács peremén. A vizsgálat több-
nyire a rezgésekre, illetve a rácson belüli kötésekből a folytonos modell anyagi állandóinak 
meghatározásra vonatkozik. 
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7  BELSŐ ERŐK A SZEMCSEHALMAZBAN 

A szemcsehalmazban ébredő erők alapvető tulajdonságait egyrészt a tavalyi előadáson ismertet-
tük, másrészt röviden összefoglaltuk a jelen előadás 2. pontjában. Ezért itt csak néhány fonto-
sabb jellemzőjét érintjük. 

A szemcsehalmazt a szilárd közegtől alapvetően az különbözteti meg, hogy az egyes szem-
csék képesek a többi szemcsétől függetlenül mozogni, pontosabban, lokálisan egy szemcse el-
mozdulhat egy másik szemcsén, akár csúszva, akár gördülve, sőt, két szemcse közé beékelődhet 
egy harmadik, vagy fordítva, két szemcse úgy záródik össze, hogy közben kiszorítja maguk kö-
zül a harmadikat. 

A szemcsehalmazban fellépő erők függnek a szemcsék közötti kapcsolattól. A kapcsolatok az 
alábbi csoportokba oszthatók: száraz, vagy súrlódás nélküli, súrlódó szemcsék halmaza, és nyú-
lós ragasztóval (viszkóz folyadékkal) körülvett szemcsék halmaza. Amennyiben a viszkozitás 
„végtelenné” válik, a szemcsehalmaz cementálódik, és szilárd testté alakul át. 

Az első két esetben a szemcsehalmaz tekinthető szilárd, oválisnak gondolt merev testek hal-
mazának. A szemcsék pontokban érintkeznek, a szemcsék között az érintkezési pontban az 
érintkező felületek közös normális irányába esik a kapcsolati erő. Feltesszük, hogy súrlódás nem 
lép fel, valamint, hogy csak nyomóerő ébred a szemcsék között. Feltesszük továbbá, hogy a 
szemcsehalmazt közel izometrikus és közel azonos nagyságú szemcsék alkotják. Ezen feltevé-
sek mellett megmutatható, hogy egy oválisra ható három erő három erővel egyensúlyozható. 
Ugyanakkor megmutatható az is, hogy ez esetben a három erőhöz tetszőleges pontban nem lehet 
felvenni a három „támaszpontot”; magyarán a támaszpontok helye, iránya és a támaszerők 
nagysága egyaránt ismeretlen az egyensúlyi állapot meghatározása során. Ez azt jelenti, hogy az 
egyensúly beállásához egy-egy szemcsének addig kell forognia a többi szemcse között, hogy el-
érje azt a helyzetet, amelyben a rá ható erők egyensúlyba nem kerülnek. Másképpen megfogal-
mazva: a szemcsék addig forognak, amíg a szemcsékre ható erők eredő ereje és eredő nyomtéka 
zérussá nem válik. 

Megmutatható, hogy a súrlódás a képet kvalitatíve nem változtatja meg, csak a feladatot sta-
tikailag határozatlanná teszi. De a lényegen nem változtat: amennyiben a kezdeti állapotban a 
három feltámaszkodási ponton ébredő erők – a súrlódást is figyelembe véve – nem képesek 
egyensúlyozni a három terhelő erőt, úgy a szemcse addig forog a három „támaszpontja” (ponto-
sabban a három támaszfelülete) fölött, amíg az egyensúly be nem áll. 

Amennyiben viszkóz folyadék „ragasztja össze” a szemcséket, akkor a kép jelentősen válto-
zik. Először is az érintkezési pontok helyett érintkezési felületekről kell beszélni, ha elegendően 
kicsiny az érintkezés felülete, azaz, ha a ragasztó éppen csak az érintkezési pont környezetében 
található. Ekkor még ugyan érvelhetünk úgy, hogy az érintkezési pontokban erők és nyomaté-
kok ébrednek, de ekkor már egy érintkezési pont (felület) hat dinamikai szabadságfoka elegendő 
a szemcse egyensúlyának biztosításához. Tehát ettől a pillanattól kezdve a szemcsék halmaza 
ritka is lehet (egy szemcse feltámaszkodhat csak egyre, és nem kell feltételen háromra), de alap-
vetően statikailag határozatlanná válik a rendszer. Ha a kapcsolati erők nagysága korlátlan lehet, 
akkor a rendszer cementálódott, ha korlátok vannak, akkor a korlátok elérését követően a szem-
csék merevtestszerűen mozoghatnak. A szemcsehalmazra jellemző viselkedés feltétele tehát a 
kapcsolati erők nagyságának a korlátozása. 

Ha a viszkózus folyadék már körbeveszi a szemcsét, és a szemcsék már nem is közvetlenül 
érintkeznek, hanem a folyadékon keresztül, akkor a szemcsék úsznak a viszkózus folyadékban. 
Ekkor még nem zárható ki a szemcsék egymáshoz viszonyított elmozdulása, és elfordulása, de 
mozgásukat már egy folyadékban kell leírni. Végezetül, mint azt már említettük, ha a viszkózus 
folyadék viszkozitása igen nagy, úgy egy deformálható, szilárd mátrixban ülő deformálható, szi-
lárd szemcsék halmazát nyerjük. Ez deformálható szilárd testként viselkedik. (Viselkedése a 
mikroegyenetlen rugalmasságtannal jól leírható.) 

Végül meg kell említeni, hogy a nem izometrikus szemcsehalmaz esetén a rendszer már bizo-
nyíthatóan nem tekinthető statikailag határozottnak, bár egyes esetekben (kis szemcsék a na-
gyok között, vagy egy nagy szemcse a kicsik között) ezzel az elvvel kezelhető.  
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8 ÖSSZEFOGLALÁS 

Az előadásban áttekintettük a gázban, a folyadékban, a szemcsehalmazban, a szilárd testben, a 
mátrixban ülő merev testekben, és a dipólfolyadékban ébredő belső erőket. 

Ezt követően áttekintettük a Newtoni mechanikát. Rámutatnunk arra, hogy az erő elsődleges 
fogalom, a nyomaték másodlagos, származtatott. Rámutattunk arra is, hogy a nyomaték, mint 
származtatott mennyiség, egy kétdimenziós altérben egy mennyiség irányítással (bivektor – al-
ternáló forma), továbbá értelmezéséhez egy erőn kívül egy távolságra is szükség van. 

Megmutattuk, hogy a megoszló nyomaték határátmenettel nem értelmezhető csak úgy, mint 
más megoszló mennyiség – értsd: magasabb rendű feszültség – sem. 

Az anyagi pont – merev test – folytonos közeg – nyomatéki közeg – mikropoláris közeg – di-
rektorok sor helyett az anyagi pont – anyagi pontok rendszere – érintkező anyagi pontok rend-
szere sort javasoljuk. Ekkor az anyagi pont helyett tekinthető más, „gazdagabb” mechanikai 
rendszer is „alapelemnek”, amelyekből hasonló sor(ok) képezhetők. Az érintkező anyagi pontok 
rendszerén belül lehet értelmezni a szemcsék halmazát, a merev testet, a deformálható testet. 

Mindezek mellett az érintkező szemcsék halmaza automatikusan még nem válik 
kontinuummá. A kontinuum önálló entitás. 

A szabályos rácspontokban ülő mechanikai rendszer esetén az ismeretlenek csoportosíthatók, 
így más tartalommal is megtölthető a „gazdagabb” mechanikai rendszer fogalma. 

A szabályos rácspontokban megadott mechanikai rendszer esetén az ismeretleneket csoporto-
sítva bevezethetők a „nyomatéki” feszültségek, valamint a „magasabbrendű feszültségi állapo-
tok”. Ezen csoportosított ismeretlenekre nézve sorfejtést alkalmazva értelmezhető egyfajta foly-
tonos megoszló erő, illetve folytonos közeg, az úgynevezett általánosított, vagy, Kunyin után, 
kvázi-, vagy rácskontinuum. A rendszer leírása ugyan folytonos függvényekkel történik, de ma-
ga a rendszer diszkrét. 
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