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OSSZEFOGLALAS: Az eléadasban az anyagok folytonos és diszkrét modellezésének dinami-
kai kérdéseivel foglakozunk. Ennek soran attekintjiik az erd és a nyomaték, valamint a fesziilt-
ség és a megoszlo nyomaték értelmezését a Newtoni mechanika szempontjabol, illetve a bels6
erok értelmezésének lehetdségeit a klasszikus kontinuumban, a racskontinuumban, valamint a
szemcsehalmazban. Megvizsgaljuk az ismeretlenek csoportositisanak €s a sorfejtésnek a leheto-
ségét és kovetkezményeit racskontinuum esetén, €s ramutatunk arra, hogy ez hogyan vezet el az
altalanositott -, illetve a kvazikontinuum fogalmahoz.
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1 BEVEZETES

Az anyag folytonos és diszkrét modellezésének a kinematikai kérdéseivel a 2006. évi Konferen-
cian foglalkoztunk. Ennek soran attekintettiik a kiilonboz6 alakvaltozasi mechanizmusok fizikai
és matematikai leirasat néhany egyszerli kisérlet alapjan, mint siklapra tevés, lyukfiras, helyi
nyomas, razas, hajtogatas. Ezen kisérletek segitségével a hagyomanyos szilard, folyadék, gaz-
nemt felosztason til elkiilonitettiik a szemcsehalmazt, valamint a szilard és a folyékony testeket
is tovabbi jol elkiilonithetd csoportokra osztottuk. Megmutattuk, hogy az egyes eltérd viselke-
dés mogott az anyagon beliili rend megmaradasanak a kiilonb6z6 tipusai talalhatok. Ezt koveto-
en a kinematika szempontjabol réviden jellemeztik a klasszikus kontinuumot, a
racskontinuumot és a szemcsehalmazt. Ezen beliill megmutattuk, hogy a kollektiv viselkedés és
a rend megmaradasa egyértelmien elkiiloniti az egyes viselkedési tipusokat. A kollektiv visel-
kedés alapvetéen a kontinuumra jellemzo, az egyedi viselkedés a rend megtartasa mellett a
racskontinuumra, az egyedi viselkedés atrendezodéssel a szemcsehalmazra jellemzo.

A jelen vizsgalodasunk soran a folytonos és diszkrét modellezés dinamikai kérdéseit vessziik
goresd ala. Attekintjiik a belsé erdk fizikai és matematikai jellemzését, a Newtoni mechanikét az
er6 és a nyomaték szempontjabol, valamint a belsd erdk értelmezésének lehetdségeit a klasszi-
kus kontinuumban, a racskontinuumban, valamint a szemcsehalmazban. Kiilonés figyelmet
szenteliink az ismeretlenek csoportositasanak €s a sorfejtésnek a racskontinuum esetén, amely
végiil is elvezet az altalanositott -, illetve a kvazikontinuum fogalmahoz.

2 A BELSO EROK FIZIKAI ES MATEMATIKAI JELLEMZESE

A testek kinematikai jellemzésénél a szilard — folyadék — gdznemt felosztas vizsgalatabol indul-
tunk ki; ehhez hozzatettiik a szemcsés kozegeket. A dinamikai vizsgalodast is ezzel a felosztas-
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sal kezdjiik. Pontosabban megvizsgaljuk a bels6 eréket — a nyomast — a kiilonb6z6é halmazalla-
potu testekben.

2.1 Gaz

Eloszor a nyugalomban 1év6 gdz nyomasat vizsgaljuk. A gazban a nyomadst a gazt alkotd ato-
moknak és molekulaknak az egymassal valo titkozéseivel értelmezziik. Ertelemszeriien a gazt
magaba foglalo tartaly oldalfalara haté nyomast az azzal val¢ {itk6zéssel értelmezziik. A nyomas
egy pontban minden irdnyban azonos. A nyomas a gaz minden pontjaban azonos. A gaz nyoma-
sa fliggetlen a gravitaciotol, az legfeljebb egyfajta masodlagos jelenséget, a stiriségnek a gravi-
tacid iranyaban torténé megvaltozasat (ezenkiviil esetleg szedimentaciot) eredményez. A gaz
nyomasa alapvetden az azt alkoto részecskék sebességétol, azaz az adott térfogat nagysagatol, a
térfogatban 1évo részecskék szamatol, és a hdmérséklettol fiigg.

Géaz aramlésa soran a nyomasviszonyok a nyugalmihoz képest megvaltoznak. Ezzel egyiitt a
nyomast tovabbra is alapvetden a gazt alkotd atomoknak és molekulaknak az egymassal vald
iitkdzései hatarozzak meg, a kollektiv sebesség — dramlas — legfeljebb médositja azt. Ami emli-
tésre érdemes, az a kovetkezd. Az aramlas soran az egymas mellett kiilonb6z6é sebességgel
aramlo ,,gazsugarak” — a keresztiranyu atom- és molekulacsere révén — az aramlas irdnyaba es6
sebesség kiegyenlitésére torekszenek. A mechanizmus az az, hogy a gyorsabban haladd sugar-
bol a lassabban halddo sugarba atkeriilo részecske néhany iitk6zés soran atadja a lassubb sugar-
nak az egyedileg birtokolt, a haladasi irdnyba mutat6 tobblet impulzusat, és hasonl6 képen a las-
sabbdl a gyorsabba jutd részecske ,,felgyorsul” mikdzben lassitja a gazsugarat. Ezt a jelenséget
nyirofesziiltség bevezetésével, annak hatdsaként szokds magyarazni. A mechanizmus alapjan a
fesziiltség, kiillonosen a nyirofesziiltség fogalmanak az alkalmazasa nem mindenben megalapo-
zott.

2.2 Folyadék

A folyadékban a nyomast a folyadékoszlop sulyaval értelmezziik. A folyadék egyes alkotd ré-
szeinek, tehat az atomoknak €és a molekuldknak a mozgasa nem jatszik szerepet a nyomas létre-
hozasaban. Fontos hangsulyozni, hogy a folyadékban van hémozgés, de nem az hatarozza meg
a folyadékban a nyomasviszonyokat. A folyadékban 1étrejovo nyomas hasonl6 a gazban kiala-
kulé nyomashoz abban, hogy egy pontban minden irdnyban azonos. A nyomads a nivofeliilete-
ken azonos, €s a nivofeliileteknek a folyadék felszinétdl valo tavolsagaval aranyos. A folyadék-
nak csak gravitacios térben van nyomasa. Ezt igazolja az {irhajosok kisérlete: gravitdciomentes
térben a folyadékot a feliileti fesziiltség tartotta &ssze, a folyadék alakjat az tirhajosok tetszole-
gesen valtoztathattak, egy-egy apré mozdulattal modositva a ,,folyadékcsepp” alakjat. Utalunk
ré, hogy a gazban a nyomas kialakuldsdhoz gravitaciéra nincs sziikség.

Az aramléasban 1év6 folyadék nyomdasviszonyai — hasonléan az dramlé gadzéhoz — megvaltoz-
nak a nyugalmihoz képest, de az eltérés a folyadékok esetében is csak kis mértékii. Itt is értel-
mezhetd az egymassal parhuzamosan aramld sugarak sebességkiegyenlitoédése, amelynek a me-
chanizmusa analdg a gazban lejatszodé folyamattal. Gravitacid hatasara elkiiloniilésrél nincs
tudomasunk, de kiilonb6z6 fajstlyu folyadékok rétegezve egymasra onthetok és csak razas utan
keverednek Ossze. (De ez mar a feliileti fesziiltséggel van kapcsolatban.)

2.3 Szemcsehalmaz

A szemcsehalmazban a gravitacid hatasara oldalnyomas 1ép fel. Az oldalnyomdas nagysaga a
mélységgel aranyos, de a nyomas a halmazokban fiigg a halmazt alkot6 elemek alakjatol, és a
halmazban vald elrendez0désétdl. A tapasztalat szerint az oldalnyomas tényezéje kisebb, mint
egy, de konstrudlhat6é olyan halmaz is, amelyben egynél nagyobb. Meg kell jegyezni, hogy az
oldalnyomas értéke fiigg a kohézidtol is, azaz a szemeséknek az egymashoz vald tapadas képes-
ségétol. Szaraz, ,nagy” szemcsék (kavics) esetén a kohézio elhanyagolhatd, nedves és ,kis”
szemcsék (homok, még inkabb homokliszt) esetén a kohézid jelentds lehet. Az olyan szemcsés
kozeg, ahol a szemcseméret mar az o6riasmolekulak nagysagrendjébe esik, inkabb folytonos, de-
formalhat6 szilard kozegként, semmit szemcsehalmazként viselkedik (agyag). A szemcsehalma-
zokban — az oldalnyomas tényezdjébol kovetkezik, hogy — egy pontban a kiilonb6z6 irdnyokban
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mas és mas a nyomads értéke. A szemcsehalmazban is van hdmozgas, bar ez a szemesék mecha-
nikai viselkedését nem befolyasolja. A szemcsehalmazban, amennyiben a szemcsék csak érint-
keznek, az egyes szemcsére csak erok hathatnak, nyomatékok nem. Ha a kapcsolat nem pont-
szerll és a kapcsolatban kohézi6 értelmezhetd — valamilyen ,,ragasztd” van jelen —, akkor a
szemcsék egymasra véges nagysagu feliileten hatnak, ezt elsé 1épésben megoszlo erdvel model-
lezziik, amely esetleg kozelithetd, vagy modellezhet6 az eredd erével és az ered6 nyomatékkal.

2.4 Deformalhato szilard kozeg

A deformalhat6 szilard kdzegekben nincs nyomas. Gravitacio hatasara alatt a fiiggdleges irany-
ban a strtiségnek megfeleléen valtozik a nyomofesziiltség értéke; oldalnyomas nem Iép fel. A
deformalhat6 szilard kézegben az alakvaltozasok fiiggvényében megoszld erd, azaz fesziiltség
ébred. A fesziiltség egy masodrendii szimmetrikus tenzor. Az alakvaltozads mechanizmusa tobb-
féle is lehet, ennek kapcsan utalunk a tavalyi el6adasunkra.

2.5 Matrixban 1ilo merev testek

Erre egy igen talalé példa a gordiilo csapagy. A csapagy két merev pofaja kozott egy rogzitett
matrixban golyo, egyenes, vagy kupos henger alaku elemek iilnek, amelyek a surlédas hatasara
forognak. Az elem feliiletén hat6 surloédasi eré a forgas kozéppontjara nézve nyomatékot hoz
létre. Tehat modellezhetd a matrixban il6 elem gy, hogy erék és nyomatékok hatnak raja.

2.6 Dipolfolyadek

Olyan folyadék, amely ellipszoid alaku részecskékbdl all, €s a részecskék elektromosan polari-
zaltak. Ekkor az elektromagneses tér hatasara a részecskék valtoztatjak a térbeli helyzetiiket. Az
egyes részecskék modellezhetdk gy, hogy erdk és nyomatékok hatnak rajuk.

2.7 A halmaz — szilard test atmenet

A halmazban az egyes szemcsék gyakorlatilag pontonként érintkeznek, és szabadon elmozdul-
hatnak egymas mellett, s6t elvalhatnak egymastdl, egy szemcse két masik kozé beékelddhet,
és/vagy a kettd kozott atcsusszanhat. Amennyiben a szemesék ezen szabad mozgasanak leheto-
sége megsziinik, akkor a halmaz — viselkedését tekintve — kdzeledik a deforméalhato szilard test-
hez. Két mdédon is megvaldsulhat ez az atmenet. Az egyik, hogy a szemcséket ragasztd koti 6sz-
sze. Ez a talajnal természetes mdédon meg végbe. Az igen apr6 frakcidju szemcsék esetén a
vizburok gyakorlatilag 6sszeragasztja a szemcséket. (Az agyag igen apré frakcioju ,,homokhal-
maz”, csak a vizburkok szilard anyagga kapcsoljak 6ssze a homokszemcséket. Természetesen
igen leegyszerusitettiik a képet, merthogy a szemcsék kézvetlen kapcsolatba is 1éphetnek, gon-
doljunk csak az agyag kiégetésére, amikor is nem port, hanem szilard testet kapunk. Persze, ha
folyamatos sodras kozben szaritjuk ki, akkor port is kaphatunk.) A masik, hogy a mechanikai al-
lapot soran olyan helyzet alakul ki, hogy a szemcsék mar nem mozdulhatnak el egymason, hely-
cserétdl pedig nem lehet sz6. Azaz a szemcsék, mint szilard testek deformalodnak, és ezen de-
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3 A NEWTONI MECHANIKA

3.1 Pont, pontrendszer, merev test

Az anyagi pont mechanikéjanak az alapjai a Newton-féle axiomak: a tehetetlenség térvénye, a
dinamika alapegyenlete, a kolcsonhatas torvénye és az eréhatdsok fliggetlenségének elve. Az
egyes axiomak alapjan a mechanikai modell egyes elemeit rogzitjiik. Igy a tehetetlenség torvé-
nye alapjan értelmeziink az inerciarendszert. A dinamika alapegyenlete alapjan az er6t, a tome-
get és az impulzust értelmezziik, maga az egyenlet az er6 és az impulzus valtozasa kozotti kap-
csolatot adja meg. A kolcsOnhatés torvénye rogziti, hogy a hatasokat erdként (ha gy tetszik,
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vektorként) értelmezziik, a hatast két, ellentétes, ereddjiiket tekintve nulla értékii eréként model-
lezziik (foghatjuk fel). Az er6hatasok fiiggetlenségének elve azt mondja ki, hogy az egyes erék
egymastol fiiggetleniil hatnak, kiilonben az erdk fellépésének a sorrendjétdl fiiggne a két erd
egyiittes hatasa.

Az anyagi pont mozgasegyenletének vizsgalata soran értelmezziik a munkat, a kinetikus ener-
giat ¢és az eréteret. Konzervativ (uttdl fliggetlen) erétérben értelmezhetd a potencialis energia, €s
felirhaté a mechanikai energia megmaradasi tétele.

Az anyagi pont centralis er6 hatasa alatt torténé mozgasa soran értelmezhet6 a teriileti sebes-
ség, fennall a feliileti tétel (a centrumbdl az anyagi ponthoz huzott sugar egyenld id6 alatt
egyenlo teriiletet surol). Az anyagi pont impulzusanak a centralis pontra vonatkozé nyomatéka-
val értelmezziik az anyagi pont impulzusnyomatékat (impulzusmomentumat). Ennek segitségé-
vel a feliileti tétel a kovetkezo alakban fejezhetd ki: a centralis mozgast végz6 anyagi pont im-
pulzusmomentuma allandé. Az impulzushoz hasonléan barmely erének egy pontra vett
nyomatékat is értelmezhetjiik.

Az anyagi pontok rendszerének vizsgalata soran az erdket kiils6 és belso erdkre osztjuk. A
bels6 erdk esetén egy tjabb axidmat (vagy ha jobban tetszik, akkor egy ijabb tapasztalati tényt)
fogalmazunk meg: a belsé erdk centralisak, azaz két anyagi pont kdzott hatd erd és ellenerd a
két anyagi pontot leiré (modellezd) pont altal meghatarozott egyenes mentén hat.

Ezen feltétel mellett az anyagi pontok mozgasa jellemezhetd globalisan; ennek soran a bels6
erok nem jatszanak szerepet. A globalis jellemzés a rendszer tomegkozéppontjanak a mozgasa, a
rendszer egészének impulzusa €s az energidja segitségével torténik. Ehhez a mozgasegyenletek
tiz integraljat kell felirni, amelyek megadjak a tomegkdzéppont térbeli helyét (mozgasat) (3
egyenlet), a tdmegkozéppont sebességét (3 egyenlet), a rendszer impulzusmomentuma (3 egyen-
let) és a rendszer teljes energiajat (1 egyenlet). Zart rendszer esetén a rendszer tomegkozéppont-
ja tehetetlenségi palyan, allando sebességgel mozog, az impulzusnyomatéka és az energiaja al-
landé. A rendszer nem feltétlen van nyugalomban, és a rendszert alkotd anyagi pontok a
rendszeren beliil mozgast végezhetnek (a kezdeti feltételektdl és a belsé erdktdl fliggden).

Az anyagi pont, illetve pontrendszer mozgasanak egyik jellemzéje az eroknek és az impulzu-
soknak egy pontra vett nyomatéka. A nyomaték szarmaztatott mennyiség, els6 megkdzelitésben
két vektor vektoridlis szorzata.

Amig a kolcsonhatés soran az erék ,,parban” jelentkeznek, addig egy tetszdleges vektor nyo-
matékanak nem kell, hogy feltételen legyen ,,parja”. Ugyanis az impulzus ugyan vektor, de nem
két test egymasra hatasaként értelmezziik, hanem egy anyagi pont dinamikai allapotjellemzéje-
ként.

Az impulzusmomentum az anyagi pont, illetve a pontrendszer mozgasanak egyik allapotjel-
lemzodje; e nélkill a mozgas egyértelmiien nem irhat6 le. A mozgast szokas kinematikai — dina-
mikai valtozépar fogalomban jellemezni: az anyagi pontok esetén az elmozdulashoz, pontosab-
ban a sebességvaltozdshoz az erdt rendeljik. Az impulzusnyomaték esetén a teriileti
sebességvaltozashoz rendeljiik a nyomatékot. Hangsulyozni kell, hogy nem a szog megvaltoza-
sahoz rendeljiik a nyomatékot, hanem a teriileti sebesség megvaltozasahoz. A teriileti sebesség
megvaltozasa akkor €s csak akkor fejezhetd ki szogsebesség valtozasaként, ha a centralis moz-
gas pontosan kor mentén torténik! (Masképpen megfogalmazva: egy bivektor csak bizonyos
megkotés mellett tekinthetd szogvaltozonak). Az kiilon kérdés, hogy egy gombfeliileten vald
mozgéas, vagy ami ezzel egyenértékii, hogy egy merev testnek egy pont koriili tetszOleges forga-
sa is ,,centralis” (nem teljesen, mert a centralis mozgas fogalmaba az is bele tartozik, hogy sik-
beli a mozgas!), és tetszdleges forgas felbonthatdé harom forgas ,,0sszegére”.

Az anyagi pontok rendszerének egy kitlintetett fajtaja a merev test: a rendszert alkoté anyagi
pontok egymastol vett tavolsaga allando. Megjegyezziik, hogy folytonos anyageloszlasrdl szé
sincs, egyszeriien az anyagi pontokat merev, stlytalan rudak koétik 6ssze. Merev test esetében a
belsé mozgas nem létezik, ezzel egyiitt belsé er6krol sem lehet beszélni. A merev testet, mint a
pontrendszer egészének a mozgasat lehet leirni: a tomegkdzéppont térbeli helyének, a tomegko-
zéppont sebességének, a rendszer impulzusmomentumanak, és a rendszer teljes energiajanak a
valtozasa jellemzi a merev test mozgasat.

Egy merev test tehat hat kinematikai szabadsagfokkal bir. Ezeket harom eltolddas(kompo-
nens)ként, és harom szogforgas(komponens)ként szokas értelmezni. Ennek megfeleléen a merev
test dinamikai jellemzéséhez egy erd és egy nyomaték hdrom-harom komponensét tekintjiik.
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Meg kell jegyezni, hogy az eltolddas mellett szereplé harom kinematikai szabadsagfok alap-
vetéen harom teriileti sebesség, amely a test merev volta, és a kitiintetett, mi tobb, az egyszer s
mindenkorra rogzitett centrum miatt szogvaltozoval egyértelmiien megadhato.

Végezetiil roviden attekintjiik az erdt és a nyomatékot a pontrendszerek mechanikajaban.

32 Eré

Newton II. axidmajaval értelmezziik: az eré nagysagat az altala 1étrehozott gyorsulas nagysaga-
val aranyosnak vessziik, és az er6 irdnyanak a gyorsulas iranyat tekintjiik.

Az eré — vektormennyiség: nagysaga €s iranya van. Hatdsa, hogy a test gyorsul, megvaltozik
a test impulzusa (lendiilete).

Az er6t valamely masik test hatasaként értelmezziik. Az erdk ,,parban” 1épnek fel, érvényes
rajuk a III. axioma: ha egy test egy masik testre valamely erdvel hat, igy az a bizonyos masodik
test az elsOre azonos nagysagu, de ellentétes értelmii erével hat. Azaz nincs hatas ellenhatas nél-
kiil, és a kett6jiik ereddje nulla.

A IV., Newton altal nem kimondott, de alkalmazott axioma az eréhatasok fliggetlenségének
elvét rogziti. Azaz, ha mar hat egy F, erd, és ezt kovetden hat egy F, erd, akkor az F, erd hatasa
nem valtozik meg az F, erd felléptével. Egyuttal F, és F, eré hatdsa megegyezik az F, + F, erd
hatasaval.

Az er6 a Newtoni mechanikaban els6édleges fogalom, és kiterjedés nélkiili, anyagi pontok
esetére lett bevezetve (értelmezve).

3.3 Nyomaték

A nyomaték a Newtoni mechanikaban masodlagos fogalom, az anyagi pontnak a centralis erd
hatasa alatti mozgésa jellemzésére lett bevezetve. E szerint a centralis mozgasnal a teriileti se-
besség allando. A teriilet kifejezhet6 az impulzusnak a centrumra vett nyomatékaval. A feliileti
tétel azt mondja ki, hogy az anyagi pontra hat6é er6 nyomatéka megegyezik az anyagi pont im-
pulzusnyomatékanak id6 szerinti valtozasaval. Centralis erd esetén az erd atmegy a centrumon,
tehat nyomatékot nem ad, igy a teriileti sebesség allando.

A nyomaték értelmezéséhez egy vektorra €s egy kitiintetett pontra van sziikség. A nyomaté-
kot vektorialis szorzatként szokas értelmezni; ebbdl a szempontbol a nyomaték nem vektor, ha-
nem pszeudovektor: a tényezok sorrendjének felcserélésével a nyomaték eldjelet valt. A nyoma-
ték tulajdonképpen egy teriilet meghatarozott koriiljarasi irannyal. Hiszen a nyomatékot a cent-
rumtdl az anyagi ponthoz huzott sugarnak egy egységnyi id6 alatt strolt feliilet nagysagaval
azonositjuk. A vektorok vektorialis szorzatat is teriilettel értelmezziik, csak éppen pont a kétsze-
resét annak, mint a sugar altal lesdport teriilet.

Matematikai értelemben a nyomaték bivektor: egy adott sikban egy mennyiség — teriilet —, és
annak koriiljarasi iranya. Ez a felbontas nem egyértelmi (egy teriilet kiilonb6z6 oldalhosszusa-
gu és szOgl paralelogrammakkal adhaté meg). Az, hogy a bivektor a haromdimenzioés euklide-
szi térben (pszeudo)vektorként (is) szemléltethetd, a tér dimenzidszama miatt lehetséges: a két-
dimenzios altér kodimenzioja a haromdimenzios térben éppen egy, azaz a kiegészito altér egy
egyenes, amellyel egybe eshet egy vektor. Az n-dimenzids térben csak az (n — 1)-vektor szem-
1¢éltethetd (pszeudo)vektorként.

A nyomaték tehat egy nagysag €s egy koriiljarasi irany egy kétdimenzios altérben.

Megjegyezziik, hogy a nyomaték nyomatéka, mint vektormennyiség, a 3-dimenzids (Euklide-
szi) térben nem értelmezhetd, mert harom vektorbdl a bivektor mintajara alkotott trivektor egy
(alternald) skalar mennyiség (a harom vektor altal meghatarozott paralelepipedon eléjeles térfo-
gata), és nem rendelhet6 hozza egy 1-dimenzios altér (és igy vektor sem).

4 FOLYTONOS ALLAPOTJELLEMZOK, HATARATMENET

Hataratmeneten azt az eljarast értjiik, amellyel valamilyen végtelen sorozat, fiiggvénysorozat,
stb. hatarértékét allapitjuk meg.

A végtelen sorozat: a természetes szamokhoz rendelt szam, fliggvény, stb. értékek halmaza.
(Megszamlalhatoan sok elemrdl beszéliink!)
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Hatarérték: egy sorozat elemei egy elére megadott kicsiny szamnal kdzelebb vannak a ,,hatar-
értékhez” (metrikus térben), illetve, ha a ,hatarérték” barmely kornyezete véges sok kivételével
tartalmazza a sorozat dsszes tagjat (topoldgikus térben).

Tehat a hatarérték egy sorozat tagjainak valamely kozelségen (tavolsag, vagy kornyezet) ala-
puld vizsgalata. Uj halmazt nem értelmez, csak kijeloli azt az elemet, amelyhez a sorozat ,.tart”.
(Ez az elem nem feltétlen tagja a sorozatnak.)

A hatarérték az analizis egyik alapfogalma, ezen alapul tobbek kozott a differencialhdnyados,
a folytonos fliggvény, az integral, stb. fogalma.

Maga a vizsgaland6 fliggvény, mint ponthalmaz, amelynek pl. a folytonossagat vizsgaljuk,
vagy a differencialhanyadosat hatarozzuk meg, mar kontinuum szamossagu és mindig csak egy
pontban vizsgaljuk egy-egy tulajdonsagat: a folytonossagat, a fiiggd és a fiiggetlen valtozo dif-
ferencialjai hanyadosdnak 1étezését, stb. Nem 1j, kontinuum szamossagti halmazt vezetiink be
egy megszamlalhatéan sok elemii halmaz hatarértékeként.

Tehat, hataratmenettel nem értelmezheto

— megszamlalhato végtelen sok elembdl kontinuum szamossagu sok elemii halmaz,

— diszkrét pontok halmazabol folytonos kozeg,

— anyagi pontok diszkrét tomegeibdl folytonos stirtiségeloszlas,

— diszkrét er6vektorok sokasagabol megoszlo erd (fesziiltségtenzor),

— diszkrét nyomaték ,,vektorok” sokasdgabol megoszlo nyomaték.

Altaldban, a kontinuum szdmossagu tartomanyon ,,adott” folytonos fiiggvények, a tenzorialis
rendjiiktol fliggetleniil, hataratmenettel nem értelmezhetok, hanem azokat posztulalni kell. Ha-
sonldan ahhoz, ahogy Newton az anyagi pontokra posztulalta az er6t.

Mindezek mellett a megoszlé nyomaték azért sem értelmezhetd, mert nullméretli tavolsag
esetén a nyomaték fogalma nem értelmezhetd: a nyomaték korrekt értelmezéséhez két, nem
egybeesO pontra, €s azok kozotti tavolsagra van sziikség.

Végezetiil megvizsgaljuk, hogy hataratmenet alapjan hogyan lehetne fesziiltséget értelmezni.

Abbdl indulunk ki, hogy egyrészt, egy vizsgalat ala vett F feliiletidomon adott néhany er6 (a
nyomatéktol nyugodtan eltekinthetiink), masrészt, hogy az er6k nem alkotnak egy folytonos
tenzormezo6t, sot, diszkrét, megszamlalhatd sok pontban adottak az er6k. Ha ett6l a feltevéstol
eltekintenénk, akkor ahhoz jutnank, hogy posztulaltuk a fesziiltségtenzort, holott ép azt akarjuk
igazolni, hogy hataratmenettel értelmezhetd. Tehat az erdk az F feliiletidom véges sok pontjaban
adottak. Ezt kovetden mar elegendd arra utalni, hogy az

D F
}713(1) fdf M

hataratmenettel nem értelmezhetd folytonos fliggvény. Ugyanis, mivel az F erék véges sok
pontban vannak értelmezve, ezért a fenti hatarértékek azokban a pontokban, ahol az erék adot-
tak, ott végtelen értéket adnak, ahol pedig nincs erd, ott véges értéket ad. Azon kiviil, hogy a ha-
taratmenettel nyert értékek nem alkotnak folytonos fiiggvényt, nem tiikrozik vissza sem a valo-
sagot, sem pedig mechanikailag egyenértékii rendszert sem értelmeznek.

5 BELSO EROK A KLASSZIKUS KONTINUUMBAN

A kontinuumban a Newtoni mechanikai er6 fogalmaval analdog mennyiséget, a megoszlo erét,
azaz a fesziiltséget kell értelmezni.

A fesziiltség értelmezéséhez ki kell 1épni az anyagi pont és a pontrendszerek korébol. Olyan
testet kell tekinteni, amely kontinuum szamossagu sok pontbdl all. Azaz a deformalhatd szilard
test az euklideszi tér egy (haromdimenzios) tartomanya. Ennek barmely pontja kiterjedés nélkii-
li, tdmege nincs. Ekkor ahhoz, hogy a Newtoni mechanikat alkalmazni tudjuk, értelmezni kell
egy tomeggel biro ,,anyagi pontot”. Ez azt jelenti, hogy a kontinuum — kompakt, zart, korlatos
ponthalmaz — egy kicsiny, de véges térfogatl részét kell tekinteni. Ennek — miutan van térfogata
— mar van tomege, ¢és erre a tomegre nézve felirhatok a Newtoni mechanikai egyenletei.
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A testen beliili kolcsonhatas megfogalmazasahoz részben térfogati, részben feliileti erket ér-
telmeziink. A térfogati erék azok, amelyeket ,,centralisnak” tekinthetiink, ez az, amellyel a tehe-
tetlenség kifejezhetd. Az egymas ,,melletti” kicsiny térfogatl ,,anyagi pontok™ a feliiletiik ,,men-
tén” egymasra hatnak, a P feliileti er6kon keresztiil:

P= F.[ odF. (2)
Ennek az ,,egymasra hatasnak” meghatarozhat6 az M nyomatéka is egy pontra véve:
M = AJ[o,r]dF. (3)

Egy derékszogl tetraéder egyenstlyanak a vizsgalata alapjan megmutathato, hogy a o feliileti
er6 valgjaban nem erd, hanem egy masodrendl tenzor, egy kocka (koordinatafeliiletek altal ha-
tarolt gorbiilt téglany) egyensulyanak a vizsgélataval, hogy a ¢ masodrendii tenzor szimmetri-
kus. Ezen kiviil egy elegendéen kicsiny, de véges feliileten erét ad, amelyhez masodrendben ki-
csiny nyomaték tarsul.

Tehat a kontinuum belsé dinamikai allapotat egy pontonként megadott, folytonos, szimmetri-
kus, masodrendii tenzor értelmezi tigy, hogy egy véges mértéki, de elsé rendben kicsiny feliile-
ten els6 rendben kicsiny erét és masodrendben kicsiny nyomatékot ad.

6 BELSO EROK A RACSKONTINUUMBAN, ES AZ ALTALANOSITOTT -,
VAGY KVAZIKONTINUUMBAN

6.1 A megoszlo nyomaték formai értelmezése

Az éltalanositott kontinuumban a klasszikus kontinuum fesziiltség fogalmaval analég mennyi-
séget, a megoszld nyomatékot, vagy nyomatéki fesziiltséget kell értelmezni.
lyett egy mas betlt valasztva, pl. p, a fesziiltséggel analdg matematikai miiveleteknek vetik ala.
Ennek megfelelden vizsgaljak a derékszogi tetraéder egyensulyat, és megmutatjak, hogy a p
mennyiség méasodrendii ternzorként transzformalodik. Es a kocka egyensulyat vizsgalva irjak fel
a ra vonatkozé egyenstlyi (mozgas-) egyenletet. Pontosabban az er6 nyomatékara vonatkozd
egyenletben veszik figyelembe a p hatasat, és igy o szimmetriaja nem feltétlen kell, hogy fenn-
alljon. Ugyanakkor p szimmetridjara nézve semmiféle megkotés nincs — dinamikai oldalrél.
Ami eddig tortént, az nem mas, mint analdgia alapjan matematikai Osszefliggések felirasa,
amelynek sem a matematikai, sem a fizikai tartalmat nem vizsgaltuk meg.
Tehata

AodF =P 4)
Osszefliggés alapjan a feliileti nyomaték, azaz a megoszl6 nyomaték egy
ApdF =M 6]

tipusu Osszefliggéssel lenne értelmezhetd. Ehhez az sziikséges, hogy megmutassuk, hogy 1étezik
olyan p folytonos fiiggvény, amely egy pontban nyomatékkeént értelmezheto. Mivel a nyomaték
szarmaztatott mennyiség, mint két vektor — er6 és az erd karjanak — vektoridlis szorzata, azaz
bivektor, ezért feliileten megoszld, folytonos nyomaték nem értelmezhetd. Ugyanis fesziiltséggel
analog konstrukcid az, hogy minden pontban, a ponthoz koétdtt megoszld nyomatékot értelme-
ziink: ekkor a pontnak dnmagatol vett tavolsagat kell venni, ami nulla. Amennyiben egy szom-
szédos ponttdl vett tavolsag szerepel a rendszerben, akkor értelmezhetd belsé nyomaték, de az
nem megoszlo, hiszen a pontok magadott, véges nagysagu tavolsagra helyezkednek el egymas-
tol. (Megjegyezziik, hogy gorbe mentén, a gorbe érintdje koriil ,,forgatd” folytonos, megoszld
nyomaték értelmezhetd.)

Ra kell mutatni arra, hogy a nyomatéki, mikropolaris és direktor elméletekben szereplé nyo-
matékok mellett mindig szerepel egy kicsiny, hosszusag dimenzi6ji mennyiség is. Ekkor p nem
folytonos fiiggvény, hanem egy racsrendszer pontjaiban értelmezett mennyiség, és nem vilagos,
hogy a p hogyan is valtozik két racspont kozott, és egyaltalaban, értelmezett-e két racspont ko-
ZOtt.
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Masképpen fogalmazva, a kérdés az az, hogy vajon a nyomatéki, mikropolaris és direktor el-
méletekben szerepld nyomatékok, illetve altaldnositott fesziiltségek milyen matematikai objek-
tumok. A kérdésfeltevés jogossagat az indokolja, hogy ezeket a fogalmakat folytonos mennyi-
ségként vezetik be a fenti elméletekben, de ,megoszld6 nyomaték”, és ennek mintajara
,megoszld magasabb rendi fesziiltség” csak ,,diszkréten” értelmezhetd.

6.2 A mechanikai rendszerek csoportokban rendezése (osztalyozasa)

A ,,megoszl6é nyomaték”, illetve mas, ,,folytonos, magasabb rendl fesziiltségek™ értelmezéséhez
mas matematikai mddszer vezet el. Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, el6szor a mechanikai rend-
szereket kivanjuk csoportokban rendezni (osztalyozni). Ezt kovetden all modunkban néhany
matematikai miivelet — az ismeretlenek csoportositasa és a sorfejtés — segitségével a ,,megoszld
nyomatékot”, vagy mas, ,,folytonos, magasabb rendii fesziiltséget” értelmezni. El0sz6r az oszta-
lyozast tekintjiik at.

A szakirodalomban ismeretes az anyag mechanikai modellezésének az alabbi sora:

anyagi pont — merev test — folytonos Rgzeg — nyomatéki Rozeg — mikropoldris Rjzeg — direRtoroR,

A sorba rendezés azon alapul, hogy egyre tobb szabadsagfoka van a modellnek.

A fentiekkel kapcsolatban ra kell mutatni néhany tényre.

Az elsd, hogy ugyan mind a kinematikai, mind a dinamikai szabadsagfokok szama nd, de
kozben a testre nézve tovabbra is csak erdkre és az er6k nyomatékara tudunk egyensulyi (moz-
gas-) egyenletet felirni. A kinematikai és dinamikai szabadsagfokok tenzorialis rendje egyre
magasabb, de a leirasra alkalmazott tér ponttér, és a dimenzidja tovabbra is harom. A fentebb
megadott anyagi pont — merev test — folytonos kozeg ... sorban tobb, a sorral nehezen 0ssze-
egyeztethetd ,,ugras” van. Ez egyik, hogy a merev test a folytonos kozeg egy specialis esete,
amikor is a test nem deformalddik, tehat inkabb része, semmint két kiilon entitas. Ebbol a szem-
pontbol a pont — kozeg felosztas tlinik egyértelmiinek, de a kdzegen beliili, tovabbi osztalyozas
ettdl fiiggetlen. (Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy pontbdl és kontinuum szamossagu
sok pontbol allo rendszerek.) A sorban a szabadsagfokok szama szerint is egy ,,ugras” talalhato.
Az els6 elemet eltolodassal, a masodikat eltolodassal és elfordulassal, majd a harmadik elemet
ismét csak eltolddassal jellemezziik, €s csak a negyedik elemtdl kezdve lesz ismét eltolddas és
elfordulas, mint szabadsagfok. Ebbdl a szempontbdl az anyagi test és a merev test egyfajta
(diszkrét) elemnek, a kozegek egy mésfajta (folytonos) elemnek tekinthetok. A kétféle szempont
szerint a merev test és folytonos kozeg két kiilon csoportba tartozik, és talan nem egy sorr6l van
sz0, hanem kett6rol. Ugyanakkor ki kell térni arra, hogy a merev test igazabdl nem kontinuum:
anyagi pontok mereven kapcsolva mar merev testet alkotnak, a merev test tehat nem feltétlen
kontinuum. A szdmossag kapcsan kell megemliteni azt is, hogy a mechanikai rendszerekhez tar-
toznak az anyagi pontok rendszere, a merev testek rendszere, mint példaul a szemcsék halmaza,
vagy a kristalyracsok. Ezek a mechanikai rendszerek, mint az anyagnak kézegeként valé mo-
delljei, nehezen illeszthetok be a fenti linearis sorba.

A tovabbiakban a dinamikai mennyiségek vizsgalatan keresztiil tesziink javaslatot a klasszi-
kus kontinuum altalanositdsanak 1j (?) értelmezésére, illetve a hagyomanyos anyagi pont — me-
rev test — folytonos kozeg ... sor helyett a mechanikai modelleknek egy tablazatos elrendezésbe
valo 6sszefoglalasara.

A mechanikai rendszereket az alabbi ,,sor”-ba rendezziik. (Az osztalyozashoz néhany allitast
igazolni kell; ett6l most eltekintiink.) Fontos kihangstlyozni, hogy kontinuumrél még nem be-
sz¢liink.

merev test
anyagipont — —  anyagipontok rendszere  — deformdlhaté szildrd test
érintkez8 szemcséR halmaza

Ezt kdvetden kellene értelmezni egy olyan ,,anyagi pontot”, amely nem csak az eltolodasaval,
hanem az elfordulasaval is jellemezhetd, valamint nem csak erdk, hanem nyomatékok is hathat-
nak raja. Ennek a fogalomnak a fizika mas teriiletein mar vannak elézményei, ezt spinornak ne-
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vezziik. Tulajdonképpen a merev test egy ilyen spinor, csak a merev testnek véges kiterjedése
van, a spinort ugy kivanjuk értelmezni, mint az anyagi pontot: kiterjedés nélkiili.

merev (félmerev) spinortest
spinor - spinorok rendszere - deformdlhaté szildrd spinortest
érintRez8 spinorszemcséR halmaza

Ezt kovetden kellene értelmezni egy olyan ,,anyagi pontot”, amely nem csak az eltolodasaval
¢és az elfordulasaval, hanem belsé alakvaltozasaval is jellemezhetd, valamint nem csak erdk és
nyomatékok, hanem belsé fesziiltségek is hathatnak raja. Ennek a fogalomnak a mar korabban a
fizikdban bevezetett direktor feleltetheté meg. Tulajdonképpen a deformalhaté szilard test egy
ilyen direktor, csak a szilard testnek véges kiterjedése van, a direktort ugy kivanjuk értelmezni,
mint az anyagi pontot: kiterjedés nélkiili.

merev (félmerev) direRtortest
direktor - direktorok rendszere - deformdlhaté szildrd direRtortest
érintkez8 direRtorszemcséR halmaza

Most 0sszerakhatd a rendszer (lasd a kovetkezo tablazatot); a rendszer teljes. A direktor bels6
tulajdonsaga alapjan (a tenzor rendje szerint) akar folytathato is. De csak lefelé.

Megjegyzés: a rendszerben a kontinuum nem szerepel. Azaz ezek a — fentebb megnevezett —
rendszerek megszamlalhatod sok elembdl allnak, legfeljebb az egyes elemek kinematikai és di-
namikai szabadsagfokai eltéroek (jelleglikben és szdmukban). A kontinuum a fentiektol eltérd
fogalom.

merev test
anyagipont >  anyagi pontok rendszere > deformdlhaté szildrd test
érintkez8 szemcséR halmaza
v v v
merev (félmerev) spinortest
spinor > spinorok rendszere > deformdlhatd szildrd spinortest

érintkez6 spinorszemcséR halmaza
v v

merev (félmerev) direRtortest
direRtor > direRtoroR rendszere > 4 deformdlhaté szildrd direRtortest
érintkezd direRtorszemcsék halmaza

6.3 Csoportositds

A csoportositas elvét két dimenzioban, egy kétszer két elemii rendszeren mutatjuk meg a kovet-
kez6 oldal abrajan.
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Minden egyes elem fliggetlen szabadsagfokokkal rendelkezik

o— o L ] * L] L] ] L ]
Vizszintes erok
] [ ] L L *— o L] * -
T L] L J T L] L] L] L J
Fiigg6leges erok
] ® ] . 7 [ ] [ ] ?

A rendszer tehat négy elembdl all, amelyet egy négyzet négy csucsaban allonak képzeliink el.
Minden elemnek két szabadsagfoka van, tehat a rendszer Osszesen 4x2, azaz § szabadsagfokkal
bir. Ezt az alabbi tablazatban tiintettiik fel. Egy-egy szabadsagfokot egy-egy nyil abrazol a tab-
lazatban.

A csoportositas soran olyan ismeretleneket ,képeziink”, hogy egy-egy ,,altalanositott”, ,.cso-
portositott” ismeretlenben minden egyes elem rendelkezzék er6komponenssel, az er6komponen-
sek nagysagra egyezzenek meg, legfeljebb értelmiik (irdnyitasuk a hatasvonal mentén), illetve
iranyuk (melyik tengellyel esik egybe a hatasvonala) nem kell, hogy azonos legyen. A csoporto-
sitds ezutan a szimmetria elvei szerint végezhetd el. Az elsd (két) ismeretlen az, ha minden cso-
moépontban azonos irdnyban, azonos értelemben hat az erd; ekkor kapjuk a két tengely iranyaba
hat6 er6t (elsoé oszlop a kdvetkezo tablazatban). Ha két-két elemre az erdk értelmét (iranyitasat)
megvaltoztatjuk, akkor kiilonboz6 fesziiltségallapotok diszkrét modelljeihez jutunk. Ha egy sor-
ban valtoztatjuk meg az erdk iranyitasat, akkor az egyszerii nyirashoz (harmadik oszlop), ha egy
oszlopban, akkor a nyomashoz (negyedik oszlop), végiil, ha atlésan, akkor a (tiszta) hajlitashoz
(6todik oszlop) jutunk. Végezetiil, ha a két egyszerii nyiras Osszegét és kiilonbségét képezziik
(pontosabban azok felét), akkor jutunk a forgatd (csavard) nyomatékhoz €s a tiszta nyirashoz
(maésodik oszlop).

» Nyomatck o Megoszlo
Erok —X(——(’— Fesziiltség &€ .U
nyirofesziiltség nyomaték

Erd Forgatd nyomatck | Egyszerii nyiras Nyomas Hajlitas
Eré Tiszta nyiras Egyszerii nyiras Nyomas Hajlitas

I A I S N
e n | xS | md | B& | 5 b

A csoportositott ismeretleneket a fenti tablazatban abrazoltuk. Ebben a tablazatban egy-egy
négyzetben szerepld négy nyil egyszerre alkotja a csoportositott, vagy altalanositott ismeretlent.
Ré kell mutatni arra, hogy ez az eljaras semmiben sem kiilonbozik a Lagrange altal az analitikus
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mechanikaban alkalmazott csoportositds modszerétol (legfeljebb 6 analitikusan végzete el a
csoportositast, mi, a szemléletesség kedvéért, geometriai titon).

Az lathato, hogy a nyomatéki elmélet alapvetd elemei megjelennek, ha ugy tetszik reprezen-
talhatok: az erd, a nyomaték, a normal- és nyirofesziiltségek (maga a fesziiltségtenzor szimmet-
rikus), és a ,,megoszl6” nyomatékok.

A kovetkezd 1épés a térbeli, 2x2x2 elemili egységre vonatkozd csoportositott ismeretlenek
eloallitasa, illetve a sikban 3x3 elemi egységek vizsgalata. Ez utobbi elvezet a térbeli 3x3x3
rendszerhez. A tovabbi vizsgalathoz két lehetdség all fenn. Az egyik az, hogy az elemek szamat
noveljiik, és az nxnxn (n = 4,5, ...) eseteket vizsgaljuk. Vagy eltekintiink att6l, hogy a tér harom
iranyaban azonos a figyelembe vett elemek szama, és a kxlxm (k # I # m, k # m) altalanos ese-
teket vizsgaljuk. S6t, a koordinatarendszer ortogonalitasatol eltekintve modellezheto tetszoleges
koordinatarendszert, ,,gorbiilt” racshaldzat is. Ezek tovabbi, részletes, vizsgalatatol eltekintiink.

Erdemes ramutatni a fenti tdblazat egy sajatossagara: a nyomatékkal kapcsolatos mennyisé-
gek megjelentek ugy, hogy az alaprendszerben csak erdket tekintettiink ismeretleneknek, és
nyomatékokat nem. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy ha a nyilak alatt forgatobnyomatékot érte-
nénk, akkor a csoportositas soran olyan ,altalanositott” nyomatékokat értelmeznénk, amelyek
mind a négy elemet kiilon-kiilon forgatnak.

A csoportositassal ugyan szemléletesen értelmezhetdé mind a fesziiltség, mind a ,,nyomatéki
fesziiltség”, de az igy bevezetett ,altalanositott”, vagy ,,csoportositott” ismeretlenck diszkrét
mennyiségek. Ezek nem tekinthetok folytonos mennyiségeknek.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a diszkrét mennyiségeket hogyan lehet folytonos meny-
nyiségekkel , kozeliteni”, azaz valamilyen értelemben folytonos elméletet 1étrehozni.

6.4 Sorfejtes, modszer a folytonos mennyiségek értelmezéséhez

A fenti csoportositas utan eléall egy olyan helyzet, hogy racspontokbdl alkotott celldkon, azaz
diszkrét értelmezési tartomanyon adottak az ismeretlen mennyiségek.

Racspontokon adott ismeretleneket kozelitjiik folytonos fiiggvényekkel. A folytonos fiiggvé-
nyek értelmezési tartomanya a folytonos beagyazoé tér (kontinuum!). Ezt az elvet két dbraval il-
lusztraljuk.

Az els6 két abran azt mutatjuk meg, hogy diszkrét pontokban értelmezett fiiggvényt kiillonbo-
z0 jellegli folytonos fliggvényekkel kozelithetjiik. A diszkrétséget legjobban megkozelito fiigg-
vények Dirac-delta jellegiick, de a folytonossag elvarasanak a diszkrét pontokat a legsimabban
0sszekotd gorbék felelnek meg. Ezek a kovetkezo két abran a ,,csticsokat” ,,legrovidebben” 6sz-
szekotd gorbék.

A masodik két abran kiemeltiik a folytonos modellezés gorbéit, illetve az attol valo eltérés
egy-két valtozatat is feltiintettiik. Ez utobbiak a két pont kozott talalhato ,,hullamszamban”, il-
letve az egyes hullamok alakjaban kiilonboznek egymastol.

Megjegyezziik, hogy a sorfejtésben megtartott tagok szamaval kiilonbozo elméleteket lehet
LHgeneralni”.

A diszkrét rendszert alapvetden két viselkedési forma kiilonbozteti meg a folytonos viselke-
déstol. Az egyik, hogy a kollektiv mozgas mellett fellép az egyedi, tehat a szomszédos elemek
egymasra torténé mozgasa, valamint az egyes elemeknek a kollektiv mozgédsabol adodo, az elto-
lodassal egyértelmiien meghatarozott elfordulason kiviili, az egyes elemek egyedi elfordulasa is.
Az 4brak a kollektiv és a nem kollektiv mozgasra egyarant vonatkozd sorfejtést tartalmazzak;
fizikailag az elfordulast interpretaljak.
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kollektiv viselkedés nem kollektiv viselkedés

Végzetiil ra kell mutatni arra, hogy a folytonos modell, azaz a klasszikus kontinuum, a kol-
lektiv viselkedést irja le. A diszkrét modell folytonos kozelitését szokas kvazikontinuumnak,
vagy racskontinuumnak nevezni. Ezek alapvetdéen a nem kollektiv mozgasok jellemzésére al-
kalmasak. Ilyen példaul az optikai rezgés racsokban, vagy zavar6 hatasok fellépése az egyes ra-
csok kapcsolodasi feliiletein, vagy nemlokalis hatas fellépése a racs peremén. A vizsgalat tobb-
nyire a rezgésekre, illetve a racson beliili kotésekbol a folytonos modell anyagi allanddinak
meghatarozasra vonatkozik.
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7 BELSO EROK A SZEMCSEHALMAZBAN

A szemcsehalmazban ébredod erék alapvetd tulajdonsagait egyrészt a tavalyi eléadason ismertet-
tilkk, masrészt roviden dsszefoglaltuk a jelen eldéadas 2. pontjaban. Ezért itt csak néhany fonto-
sabb jellemz0jét érintjiik.

A szemcsehalmazt a szilard kozegtdl alapvetden az kiilonbozteti meg, hogy az egyes szem-
csék képesek a tobbi szemcsétdl fiiggetleniil mozogni, pontosabban, lokélisan egy szemcse el-
mozdulhat egy masik szemcsén, akar csuszva, akar gordiilve, sot, két szemcse kozé beékelddhet
egy harmadik, vagy forditva, két szemcse gy zarodik 6ssze, hogy kdzben kiszoritja maguk ko-
ziil a harmadikat.

A szemcsehalmazban fellépd erdk fliggnek a szemcsék kozotti kapesolattol. A kapesolatok az
alabbi csoportokba oszthatdk: szaraz, vagy surlodas nélkiili, surlodo szemcsék halmaza, és nyt-
16s ragasztoval (viszkodz folyadékkal) koriilvett szemesék halmaza. Amennyiben a viszkozitas
,veégtelenné” valik, a szemcsehalmaz cementalodik, és szilard testté alakul at.

Az elso két esetben a szemcsehalmaz tekinthetd szilard, ovalisnak gondolt merev testek hal-
mazanak. A szemcsék pontokban érintkeznek, a szemcsék kozott az érintkezési pontban az
érintkezo feliiletek k6z6s normalis iranyaba esik a kapcsolati erd. Feltessziik, hogy strlodas nem
1ép fel, valamint, hogy csak nyomoerd ébred a szemcsék kozott. Feltessziik tovabba, hogy a
szemcsehalmazt kozel izometrikus és kozel azonos nagysagu szemcsék alkotjak. Ezen feltevé-
sek mellett megmutathatd, hogy egy ovalisra haté6 harom eré harom erdvel egyensulyozhato.
Ugyanakkor megmutathato az is, hogy ez esetben a harom er6hoz tetszéleges pontban nem lehet
felvenni a harom ,tamaszpontot”; magyaran a tamaszpontok helye, iranya €és a tdmaszerok
nagysaga egyarant ismeretlen az egyensulyi allapot meghatarozasa soran. Ez azt jelenti, hogy az
egyensuly beallasahoz egy-egy szemcsének addig kell forognia a tobbi szemcse kdzott, hogy el-
érje azt a helyzetet, amelyben a ra hato erék egyensulyba nem keriilnek. Masképpen megfogal-
mazva: a szemcsék addig forognak, amig a szemcsékre hatd erdk eredo ereje €és eredé nyomtéka
zérussa nem valik.

Megmutathato, hogy a surlodas a képet kvalitative nem valtoztatja meg, csak a feladatot sta-
tikailag hatarozatlanna teszi. De a lényegen nem valtoztat: amennyiben a kezdeti allapotban a
harom feltamaszkodasi ponton ébredd erdk — a surlodast is figyelembe véve — nem képesek
egyensulyozni a harom terheld er6t, ugy a szemcse addig forog a harom ,,tdmaszpontja” (ponto-
sabban a harom tdmaszfeliilete) f616tt, amig az egyensuly be nem all.

Amennyiben viszkéz folyadék ,,ragasztja 0ssze” a szemcséket, akkor a kép jelentdsen valto-
zik. El6szor is az érintkezési pontok helyett érintkezési feliiletekrdl kell beszélni, ha elegendden
kicsiny az érintkezés feliilete, azaz, ha a ragasztd éppen csak az érintkezési pont kdrnyezetében
talalhatd. Ekkor még ugyan érvelhetiink gy, hogy az érintkezési pontokban erdk és nyomaté-
kok ébrednek, de ekkor mar egy érintkezési pont (feliilet) hat dinamikai szabadsagfoka elegendd
a szemcse egyensulyanak biztositasahoz. Tehat ett6l a pillanattol kezdve a szemcsék halmaza
ritka is lehet (egy szemcse feltamaszkodhat csak egyre, és nem kell feltételen haromra), de alap-
vetOen statikailag hatarozatlanna valik a rendszer. Ha a kapcsolati er6k nagysaga korlatlan lehet,
akkor a rendszer cementalodott, ha korlatok vannak, akkor a korlatok elérését kovetoen a szem-
csék merevtestszerien mozoghatnak. A szemcsehalmazra jellemz6 viselkedés feltétele tehat a
kapcsolati er6k nagysaganak a korlatozasa.

Ha a viszkézus folyadék mar korbeveszi a szemcsét, és a szemcsék mar nem is kdzvetlenil
érintkeznek, hanem a folyadékon keresztiil, akkor a szemcsék isznak a viszkézus folyadékban.
Ekkor még nem zarhat6 ki a szemcsék egymdashoz viszonyitott elmozdulasa, és elfordulasa, de
mozgasukat mar egy folyadékban kell leirni. Végezetiil, mint azt mar emlitettiik, ha a viszkdzus
folyadék viszkozitasa igen nagy, gy egy deformalhato, szilard matrixban iilé6 deformalhat6, szi-
lard szemcsék halmazat nyerjiik. Ez deformalhato szilard testként viselkedik. (Viselkedése a
mikroegyenetlen rugalmassagtannal jol leirhato.)

Végiil meg kell emliteni, hogy a nem izometrikus szemcsehalmaz esetén a rendszer mar bizo-
nyithatéan nem tekintheto statikailag hatarozottnak, bar egyes esetekben (kis szemcsék a na-
gyok kozott, vagy egy nagy szemcse a kicsik kozott) ezzel az elvvel kezelheto.
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8 OSSZEFOGLALAS

Az eldadasban attekintettiik a gadzban, a folyadékban, a szemcsehalmazban, a szilard testben, a
matrixban iil6 merev testekben, és a dipolfolyadékban ébredd belso erdket.

Ezt kovetden attekintettiilk a Newtoni mechanikat. Ramutatnunk arra, hogy az er6 elsddleges
fogalom, a nyomaték masodlagos, szdrmaztatott. Ramutattunk arra is, hogy a nyomaték, mint
szarmaztatott mennyiség, egy kétdimenzios altérben egy mennyiség irdnyitassal (bivektor — al-
ternal6 forma), tovabba értelmezéséhez egy erdn kiviil egy tavolsagra is sziikség van.

Megmutattuk, hogy a megoszlé nyomaték hataratmenettel nem értelmezhetd csak gy, mint
mas megoszld mennyiség — értsd: magasabb rendi fesziiltség — sem.

Az anyagi pont — merev test — folytonos kézeg — nyomatéki kozeg — mikropolaris kozeg — di-
rektorok sor helyett az anyagi pont — anyagi pontok rendszere — érintkezo anyagi pontok rend-
szere sort javasoljuk. Ekkor az anyagi pont helyett tekintheté mas, ,,gazdagabb” mechanikai
rendszer is ,,alapelemnek”, amelyekbdl hasonld sor(ok) képezhetok. Az érintkezé anyagi pontok
rendszerén beliil lehet értelmezni a szemcsék halmazat, a merev testet, a deformalhato testet.

Mindezek mellett az ¢érintkez6 szemcsék halmaza automatikusan még nem valik
kontinuumma. A kontinuum 6nall6 entitas.

A szabalyos racspontokban iil6 mechanikai rendszer esetén az ismeretlenek csoportosithatok,
igy mas tartalommal is megtdltheto a ,,gazdagabb” mechanikai rendszer fogalma.

A szabalyos racspontokban megadott mechanikai rendszer esetén az ismeretleneket csoporto-
sitva bevezethetok a ,,nyomatéki” fesziiltségek, valamint a ,,magasabbrendii fesziiltségi allapo-
tok”. Ezen csoportositott ismeretlenekre nézve sorfejtést alkalmazva értelmezhetd egyfajta foly-
tonos megoszlo erd, illetve folytonos kdzeg, az ugynevezett daltalanositott, vagy, Kunyin utan,
kvazi-, vagy racskontinuum. A rendszer leirasa ugyan folytonos fiiggvényekkel torténik, de ma-
ga a rendszer diszkrét.
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