Meérnokgeologia-Kozetmechanika 2006

AZ ANYAG FOLYTONOS ES DISZKRET MODELLEZESENEK
KINEMATIKAI KERDESEI

Ldamer Géza
Lamer és Lamer Kft., Budapest, lamer@emma.hu

1. Bevezetés

Az atomi-molekularis felépitésti  deformalhatdo szilard testet mechanikai
allapotvaltozas soran folytonos eloszlasunak tekintjiik. A folytonos anyageloszlast
testeket kontinuumnak szokas nevezni. A kontinuumot, annak alakvaltozasa soran,
kinematikai szempontbol elsddlegesen az eltolodasmezdvel jellemezziik. A folytonos
anyageloszlasinak tekinthetd testek mellett az elmult néhany évtizedben a
vizsgalddasok kozéppontjaba keriiltek az olyan anyageloszlasu testek, amelyekben
valamiféle szemcsézettség, periodikusan ismétlddd struktira van jelen. Ennek egyik
tipikus példaja a kristalyracs, a masik pedig egy lagyabb matrixban iilé6 keményebb
szemcsék kompozicidja. Ennek a strukturdlt ,kontinuumnak” a kinematikai
jellemzéséhez sziikséges a racspontokban, vagy a matrixban 116 szemcsék
eltolodasain kiviil azok elforduldsait is, esetleg bonyolultabb bels6 struktara
értelmezése esetén a struktira valtozasat visszatiikr6z6 (tobbnyire egy szimmetrikus,
masodrendli tenzorral jellemezhetd) kinematikai szabadsagfokokat is figyelembe
venni. A rendszer kinematikai jellemzésére nyert Osszefliggések egyrészt magukba
foglaljak a strukturalatlan kontinuum eltolodasara, alakvaltozasara, tovabba egy
pontja kornyezetének az elforduldsdra vonatkozd, mar ismert Osszefiiggéseket,
masrészt a ,,strukturdlt kontinuum” egyes elemeinek az elforduldsara, és a belso
struktira megvaltozasara vonatkozo Ujabb Osszefiiggéseket is. Latszdlag az eredeti,
azaz a strukturdlatlan kontinuum fogalmanak az altalanositasa all eldttiink. Ennek
kovetkeztében az eredeti kontinuumot a klasszikus jelzdvel, az 0j véltozatokat az
altalanositott jelzével illetjiik.

A vizsgalodasunk tobbrétii: egyrészt szeretndk matematikailag és fizikailag
elkiiloniteni a klasszikus és az altalanositott kontinuumot, masrészt megkeresni az
altalanositas matematikai hatterét. Jelen eldadasban a kinematikai kérdéseket
tekintjiik at. Ezen belil attekintjiik a kiilonb6z6 alakvaltozasi mechanizmusok fizikai
¢s matematikai leirasait, jellemezziik a klasszikus kontinuumot, megadjuk a forgas és
a bels6é strukturaltsdg valtozasat jellemezni hivatott kinematikai szabadsagfokok
folytonos leirasanak matematikai  hatterét, ¢&és végil megvizsgaljuk a
szemcsehalmazok viselkedését is. Ez egytttal az eldadas felépitését is visszatiikrozi.

2. Az alakvéltozasok fizikai és matematikai jellemzése
A szilard — folyadék — gaznemi felosztast tobb értelemben is hasznaljuk. Az egyik a
halmazallapothoz, annak valtozasdhoz kotddik. A masik a mechanikai viselkedés, a

kiils6 hatassal szemben valo ellendllas mértéke/mikéntje. A harmadik a belsd
struktira szerinti. Habar harom kiilonb6zé dologrol beszéliink, a felosztas harom
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szempontja dltalaban fedi egymast. A tovéabbiakban hasznalni fogjuk a szilard,
folyékony ¢és 1égnemii test fogalmakat, és a mechanikai viselkedés szerint igyeksziink
a testeket osztdlyozni. Az osztalyozdshoz néhany — remélhetdleg nem csak a
személyes érdeklddésbol fakadoan — kivalasztott egyedi kisérleteket vessziik alapul.

Mieldtt attekintenénk a kisérleteket, két testet elézetesen megvizsgalunk. Az egyik a
merev test. Ezzel semmi sem torténik, legfeljebb eltolodik és forog, de alakjat nem
valtoztatja, és benne belsd erd nem ébred. Ezért a vizsgalatokbol kizarjuk. A masik a
gaznemd test. Igaz, igen érdekes jelenségeket mutat a p—V-T 0sszefliggéstol kezdve
az dramlason 4t a rétegzddésig €s a szedimentacidig, de igazdbdl inkabb kitér a
mechanikai behatas eldl — probalja meg valaki a markaban 0sszeszoritani — semmint
bevarja azt. Ezért nem vizsgaljuk, bar a tdblazatokban szerepeltetjiik.

Ezen ,szikités” utan nézzik a kisérleteket. Ezek a kovetkezok. Gravitacioban
letessziik a testet egy sik lapra, Iyukat furunk be, edénybe helyezziik ¢és kis feliileten
er6hatasnak tesziink ki, edényben razzuk, hajtogatjuk.

Eloljaroban jelezziik, hogy a harmas felosztast — szilard—folyadék—géz — tovabb
bontjuk. Egyrészt a szilard testet az alakvaltozds mechanizmusa szerint; masrészt a
szilard és a folyadék koz¢ beillesztjiik a szemcsehalmazokat, végiil a folyadékokat a
surlodas szerint csoportokra osztjuk. A tdblazatokban a oo a végtelen nagy
viszkozitast (befagyott folyadék, mint példaul az iiveg), az n a nagy viszkozitéast
(mint példaul a stiri méz, aszfalt), az 1 surléddsmentes (mint példaul a ,,szaraz” viz)
folyadékot jeldli.

A tovabbiakban, tdblazatos formaban, roviden ismertetjik a kisérletek
»eredményeit”. Az 1. tablazatbol jol 1athatd, hogy a nagy csoportok jok elkiiloniilnek,
hogy a tovabbi felosztasuk indokolt, de az is latszik, a végtelen nagy viszkozitdssal
rendelkezé anyagok, mint pl. az liveg, szilard testként viselkednek, vagy az igen
nagy viszkozitdssal rendelkezd anyagok, mint pl. a katrdny, sok hasonlosagot
mutatnak a képlékeny folyéssal, vagy a tésztadagasztassal.

Arra r4 kell mutatni, hogy az anyag mechanikailag jellemezhetd viselkedéseinek csak
egy ,,szeletét” mutattuk be. Nem érintettiink, tobbek kozott, olyan jelenségeket, mint
a jég folyasa, vagy a rugalmas folyadék sugara rugalmas visszahtizodasa az edénybe.
Ezek, de mar a képlékeny folyas jelensége is, arra utalnak, hogy az anyag viselkedés
szerinti szilard—folyadék—gdz felosztasa nem csak a foldi fizikai koriilmények —
15,5°C, 1 atmoszféra nyomas és 1 g gravitacid6 — fliggvénye, hanem a belsd
mechanikai allapot (elsésorban a fesziiltségallapot) fiiggvénye is. Ennek taglaldsa
meghaladja az eldadas kereteit.

Az 1. tablazat alapjan vilagos, hogy a kiilonboz6 viselkedés mogdtt méas €s mas
belsé szerkezet, illetve a szerkezet mas és mas atalakulasa 4ll. Es a hangsuly ez
utobbin van: mi modon alakul at a belsé szerkezet, netan, nem valtozik, vagy ugyan
valtozik a lokalis rend, de mégsem valtozik globalisan. A kovetkezd tdblazatban a
belsé szerkezet valtozasat probaljuk meg néhany szdban jellemezni.
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1. tdblazat

A tablazat szinte sugallja, hogy az alakvaltozasnak két o tipusa lehet: az anyagot
alkoto elemek sorrendje, egymasutanisaga kotott, vagy megvaltozik.

test struktdra a struktura valtozasa
a struktiirat megtartja rogzitett a szerkezet
7 Y , - a doméneken beliil van, azok
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2. tdblazat

Szilard, pontosabban abszolut szilard az a test, amely a mechanikai alakvaltozas
soran megtartja az eredeti — topoldgiai — rendet, azaz a szomszédossagi viszonyokat.
Azok, amelyek nem tartjak meg, azok a meg nem tartas mikéntje szerint kiiloniilnek
el. Erdekes tény, hogy a folyadéknak ,,nincs” szerkezete (az egyik Gijabb felfogas
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szerint a folyadékban révidtava rend van, és hossztavon nincs rend), éppen ezért, ha
el is mozdulnak egyméshoz képest az azt alkotd atomok/molekuldk a ,,nincs-
szerkezet” azonos marad. Ebb6l a szempontbdl a tészta, és a szemcsehalmaz is
azonos. Allaspontunk szerint ugyan a folyadék is szemcsehalmaz, de mint a
gravitacios €s a lyukfurasi kisérlet jelzi, a szemcsék mérete és szemcsék kozotti
kapcsolati erd, valamint a feliileti fesziiltség elkiilonit két 6nallé csoportot.

A fizikai leirds utdn sok dolgunk nincs. Egyszerlien a fizikai jelenség —
szomszédossdg megmaraddsa, megvaltozasa — matematikai leirdsat kell néven
nevezni: ez a topologia. Es a tovabbi feladat a topologiai nyelvére leforditani a
fizikai viselkedést. De tovabb is kell menni. R4 kell mutatni arra, hogy a topologiai
rend megléte teszi lehetdvé a differencidl- és integralszamitas alkalmazést, valamint
a differencidlgeometriai struktirak, tobbek kozott a mérés alkalmazasat. Es forditva,
a topologiai rend sériilése folytdn ezek nem alkalmazhatok. Azaz mas matematikai
apparatus utan kell nézni. A masodik tdblazathoz hozzarendeljiik a topologia rend
megléte/nem megléte fogalmakat, valamint a topologia rend lokalis, globalis
sériilését, vagy egy nagy léptékli megmaradas és kis 1éptékli sériilés eseteit. Ezt a
harmadik tablazatban foglaltuk dssze.
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3. tablazat
A kiilonb6z6 mechanikai viselkedés — topologia megfogalmazds konnyen

parhuzamba A4llithat6. Igaz kétséges a gumi viselkedésének leirasa, a
makromolekuldkban a masodlagos kotések ujrarendezddése, vagy a képlékeny
folyas, a damaszkuszi penge, a tészta gyurasa. De a kulcsszd a rend, az egymassal
val6 érintkezés és ennek az érintkezésnek a megtartasa. A kristalyracs esetén nincs
kérdés: van rend, meg is marad. A folyadék esete sem kérdéses, nincs rend, és ez a
nem-rend meg is marad, azaz sose tudjuk, hogy mi is az atomok/molekuldk
sorrendje. Csak azt tudjuk, hogy a sorrendjiik valtozik. Pl. egy edényben 1évd
molekulak egy ,,magassagban” egymas mellett vannak. Ha az edény aljan kifolyik a
folyadék, akkor ennek sordn az eredetileg egymas mellett 1évé molekuldk dontd
tobbsége egymas ala-folé keriil. A képlékeny folyas kissé nehezebb eset, a
tésztadagasztasé még bonyolultabb. Es a ,.cslics”, szerintem, a toledoi acél, a
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damaszkuszi penge és a szamurdj kard: kb. nyolcrét hajtott és ujra kalapalt, hevitett
anyag, amelyben utdlag a rétegeket ki lehet mutatni, de a kordbban kiilon all6 részek
szomszédda, folytonossa, kapcsolt részekké valtak.

Azt gondolom, hogy az anyag viselkedésének pontos leirdsahoz a benne fennallo,
illetve megvaltoz6 topologia rend megértése vezet.

A legegyszerlibb” eset a topoldgia rend megléte és megdérzése. Ez ugyanis lehetoveé
teszi a folytonossagon alapulé matematikai apparatus alkalmazasat. Ez vezet a
klasszikus kontinuum fogalmédhoz. De ez igen sziik teriileten alkalmazhato: csak az
abszolut szilard testek €s a befagyott folyadékok esetén hasznalhato. So6t, van egy
tovabbi korlatja: csak az igen kicsi (én 1/1000-re teszem) relativ megnyulasok esetén
hasznalhat6. Miért? Azért, mert a kis alakvaltozas tenzora akkor és csak akkor
értelmezhetd, ha a relativ megnytlas és a tényleges szogvaltozas ekkora értékii. Sot,
a nagy alakvaltozas tenzora nem is értelmezhetd, mert a relativ megnyuldson és a
szOgvaltozdson alapuld alakvaltozdsi mennyiségek mds ¢és mas matematikai
fliggvényen (tort és trigonometrikus) alapulnak és azoknak a sorfejtése csak az elsé
tagokban azonos. (Tovéabbi tagokat megtartva nem azonos a két Taylor-sor.) Ez a
(matematikai) probléma talan nem is baj, hogy fennall. Ugyanis nagy alakvaltozas
csak ugy johet létre, ha az atomi/molekularis rend sériil. (Pl. képlékeny folyas,
tésztagyuras, gumi tipust alakvaltozas.)

A masik, hasonléan egyszerli eset a ,szaraz” viz, vagy kis mértékben viszkdzus
folyadékok esete. Ekkor ugyanis egy bedgyazo térbeli mozgast vizsgalunk — mintha
merev testet tanulmanyoznank az euklideszi térben. Mivel a beagyazd tér egy
tartomdnyaban folyik a folyadék — maga a vizsgalat is —, ott alkalmazhato a folytonos
leiras. Igaz, az alakvaltozds fogalmat kell6 koriiltekintéssel kell alkalmazni folyas
esetén, mert el6fordulhat (koaxalis hengerek, gombok egyikének forgatasa,
mikdzben kozottik viszkozus folyadék van), hogy esetleg nincs is globdlis valtozas,
nincs is alakvéltozas.

Végezetiil van még egy rendszer, amely tipikusan nem folytonos — a matematikanak
abban az értelmében, hogy nem kontinuum szdmossagu sok ponttal modellezziik —,
¢s mégis alkalmazhato egyfajta folytonos leiras. Ez a diszkrét, strukturalt periodikus
rendszer. Ekkor a diszkrét pontokban értelmezett allapothatdrozokat ¢és
allapotjellemzdket a bedgyazo térben értelmezett folytonos fiiggvények terében sorba
fejtjiik, és akkor jutunk a kiilonféle mikropolaris és altalanositott kontinuumok
elméleteihez. (Ide soroljuk a direktorelméleteket is.)

Szemcsehalmazokrol a topoldgia szempontjabol altalanossagban semmit sem lehet
mondani. Pontosabban annyit, hogy a topoldgiai rendet folyamatosan ellendrizni
kell. Mert amig egy polikristaly esetén a topologiai rend — legaldbbis a rugalmas
¢és/vagy kis alakvaltozdsok tartomanyaban — automatikusan biztositott, addig a
szemcsehalmaz attél szemcsehalmaz, hogy a szemcsék egymdson elcstisznak,
Osszetomorddnek, fellazulnak, egyes tartomanyok ¢ékszeriien behatolnak mas
tartomdnyok kozé, vagy netan atboltozodnak, esetleg szabalyosan Osszekeverednek.
Azaz itt a szabaly éppen az, hogy a topoldgia rend folyamatosan sériil, atszervezodik.
A szemcsehalmaz esetén a folytonos leirdasmod — fiiggetleniil attél, hogy az a
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kontinuum, vagy az atlag fogalman alapul — ellentétes a fizikai viselkedéssel. A
véleményem az, hogy a szemcsehalmazra jellemzd viselkedést alapvetden az egyedi
elemek nyomon kovetésével lehet pontosan leirni.

Miutan az anyagok viselkedését igyekeztiink matematikai, azon beliil elsdsorban
topologiai megkozelitést felhasznalva jellemezni, kitériink a topologia egy alapvetd
sajatossagara. Ez pedig az, hogy a topologia ponthalmazokkal foglakozik. Ez azt
jelenti, hogy a vizsgélt elemeknek nincs méretiik, a vizsgélt elemek szadmossaga
kontinuum ¢és azon beliil — a topologia megadasaval — egyfajta belsé struktarat,
rendet rogzitettiink. Es a topoldgia a ponthalmazok olyan leképezéseivel foglalkozik,
amelyek soran ez a rend nem valtozik, amelyek soran ez a rend megmarad. Es ezzel
ellentétben a szemcsés kozeg, de ha precizek akarndk lenni, akkor az anyag a maga
atomi-molekuldris strukturajaval, nem ponthalmazként, hanem — a ponthalmazok
nyelvezetét hasznilva — (ponthalmazba agyazott) zart halmazok rendszereként
irhatok le. A zart halmazokra nézve a ponthalmazok topologidja kdzvetleniil nem
alkalmazhatd, csak attételesen, figyelembe véve a =zart halmazoknak a
ponthalmazokétol eltérd tulajdonsagait. A zart halmazokra nézve is értelmezhetd a
szomszédsag, de a kétféle halmaz kozott Iényeges kiilonbség van: amig a ponthalmaz
kontinuum szamossagu, és ez a folytonossag értelmezésében jelentds, s6t dontd
szerepet jatszik, addig a szemcsehalmazok véges szamossaguak, €és a folytonossag a
ponthalmazokban a megszokott (értsd: a ponthalmazban bevezetett) mdédon nem
értelmezhetd. A folytonossag csak a beagyazé tér felhaszndldsaval ,,csempészhetd”
vissza a rendszerbe.

3. A klaszikus kontinuum kinematikdjanak a matematikai hattere

Ebben a pontban a klasszikus kontinuum kinematikajaval foglakozunk: roviden atte-
kintjiik annak matematikai hatteret, és ezt kovetve felvazoltuk a kinematikajat.

A kontinumnak egy Riemann-térben adott tartomanyt, vagy végtelenbe nyul6 térrészt
tekintiink. Klasszikus kontinuumrol beszélink, ha a Riemann-tér euklideszi. A
Riemann-tér sokasagon alapul, amely olyan lokalisan euklideszi topologikus tér,
amelyben barmely két pont elvalaszthaté diszjunkt kornyezetekkel. A topologiai
struktira miatt a teret alkot6 pontok méret nélkiiliek, azok egymashoz viszonyitott
rendje valtozatlan. Azaz az alkalmazott matematikai struktira — a Riemann-tér —
legmélyebb rétegének, a topoldgianak a folyomanya, hogy a (klasszikus) kontinuum
kinematikai jellemzése az elemeinek — tehdt pontoknak— az eltolodaséaval, és csak
azzal torténhet. A klasszikus kontinumban elforduldsi szabadsagfok a topologiai
alapstruktira miatt elméletileg nem értelmezhetd.

Tehat a Riemann-tér az a matematikai struktira, amelyet a kontinuum
kinematikajanak leirdsdhoz alkalmazzuk. Megjegyezziik, hogy ebben a térben van
lehetdség a differencidl- €s integralszdmitas bevezetésére, a tdvolsag értelmezésére.

Az anyag matematikai modellezése soran megkdveteljiik, hogy a fizikai viselkedés

¢s matematikai modell Osszhangban legyenek. Ennek megfelelden egy test
alakvaltozasa akkor irhaté le a klasszikus kontinuummal, ha a vizsgalt test fizikai
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szempontbol olyan, hogy a deformdacio soran a test belsd, azaz atomi-molekuléris
rendje véltozatlan marad — 6sszhangban a topologiai rend megdérzédésével.

Az alakvaltozdsok értelmezéséhez a homogén alakvaltozasi allapotot tekintjiik
kiindul6 fogalomnak. A homogén alakvaltozas esetén relativ hosszvaltozas és az
abszolut szogvaltozéas értelmezhetd, amely a homogenitds miatt minden pontban
azonos. Megmutathat6, hogy az alakvaltozasok értelmezéshez az sziikséges, hogy
maguk az alakvaltozdsok — mint relativ hosszvaltozas és az abszolut szogvaltozas —
legyenek kicsik, azaz maga a valtozds legyen az egy mellett elhanyagolhatd. A
kicsinység lehetdvé teszi, hogy a kétféle alakvaltozas jo kozelitéssel elkiilonithetd
legyen. A kicsinység arra is lehetdséget ad, hogy az alakvaltozést, mint a testben
kijelolt barmely (reguldris) iv fajlagos megvaltozdsaval értelmezziik. Ez az
alakvaltozas globalis értelmezése. Megmutathatd, hogy ekkor az alakvaltozas
lokalisan a bazisvektorok hosszanak, és az altaluk bezart szog valtozasanak a
kicsinységével egyenértékil, azaz lokalisan is kicsinek kell lennie az alakvaltozasnak.

Az alakvaltozasok vizsgalata azt mutatja, hogy az eltolodasmez6 egyértelmiien hata-
rozza meg minden pont (barmely kis) kornyezetének és minden vektornak az
elforduldsat. Azaz a klasszikus kontinuumban — az alakvaltozdsok nagysagatol
fiiggetleniil — az elfordulasok nem fiiggetlenek, azaz elfordulasi szabadsagfok a
klasszikus kontinuumban nem értelmezhetd ebbdl a szempontbol sem.

A klasszikus kontinuumban az alakvaltozasi tenzor csak kis alakvaltozasok mellett
értelmezhetd. Mar a kicsinél kissé nagyobb alakvaltozdsra sem adhatd meg
tenzoridlis jellemzé. Ennek oka egyrészt a mérés modjaban, masrészt az
alakvaltozasnak a méréshez kotott értelmezésében van. A hosszvaltozassal az
alakvaltozasi tenzor foatlobeli elemeit, a szogvaltozassal a mellékatlobeli elemeit
hozzuk kapcsolatba. A Riemann-térben a hosszvaltozast négyzetgyokos kifejezéssel,
a szOgvaltozast trigonometrikus és négyzetgyokos fliggvényekkel fejezziik ki. Ez a
két fiiggvény nem transzformalodik tenzorként, ellenben, azok sorfejtése esetén, az
elso tagok azonos Osszefliggésekre vezetnek. (Néhany tovabbi megszoritas mellett.
Példaul a koordinatarendszer ortogonalis kell, hogy legyen!) A sorfejtésnek, foleg,
hogy linearis kozelitést alkalmazunk, az a feltétele, hogy valamely kis paraméter
szerint fejtsiink sorba. A kis paraméter pedig éppen a relativ hosszvaltozas, illetve az
abszolut szogvaltozas. Kovetkezésképpen mind fizikai, mind matematikai oldalrdl a
klasszikus kontinuumban csak kis alakvaltozasok tenzora vezethetd be, a nagy
alakvaltozas tenzora nem értelmezhetd.

Végiil par széban érintjlik a kis alakvaltozasok tenzordnak részleges linearizalasat.
Megmutathatd, hogy a kis alakvaltozasok tenzora az eltolodasvektor gradiens tenzora
komponenseinek négyzetes tagjait maradéktalanul kell tartalmaznia, ha az
eltolodasok nagyok. Részleges linearizalas esetén az eltolodasok csak korlatozottan
lehetnek nagyok, mig linearizalt alakvaltozési tenzor csak kis eltolodasok esetén
alkalmazhat6. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy attol, mert az alakvéaltozasi tenzor az
eltolodasvektor gradiens tenzora komponenseinek négyzetes tagjait maradéktalanul
tartalmazza, még nem jelenti azt, hogy az alakvaltozési tenzor nagy alakvaltozasokra
vonatkozik; mint mar emlitettiik, ekkor az alakvaltozasok kicsik, csak az eltoldodasok
lehetnek nagyok (is).
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4. A racskontinuum kinematikajanak a matematikai hattere

— Legyen adott egy haromdimenzios periodikus racshaldzat,

— legyen adott egy, a haldzat csomopontjaiban iil6 merev test, vagy

— legyen adott néhany, eltéré geometriaji merev test, és azok periodikus
mintazata a halézat csomopontjaiban,

— legyenek adottak a csomopontokban {il6 merev testek kozotti kapcsolatok
lokalitdsa, azaz annak rendje, hogy egy elemnek az eltolédasa és elfordulasa
soran hanyadik szomszédok ,,érzékelik” az elmozdulast,

— legyenek adottak a csomopontokban iil6 merev testek relativ elmozdulésabol
(eltolodasabol és elfordulasabol) 1étrejovo belsé dindm (erdk és nyomatékok)
karakterisztikai az elmozdulas fiiggvényében,

— legyenek a racsallandok a racshalozat befoglaldo méretei koziil a legkisebbhez
viszonyitva is elhanyagolhatok.

Ekkor diszkrét, periodikusan strukturadlt rendszerrdl beszéliink, a csomopontokban
il6 merev testeket elemeknek nevezziik.

A racskontinuum kinematikai leirdsat a kovetkezok hatdrozzadk meg.

1. A periodikusan strukturdlt rendszer értelmezésénél megadott kinematikai
paraméterek, tehat, hogy a racspontokban {il6 elemeknek milyen kinematikai
szabadsagfokuk van (eltolodas és/vagy elfordulas).

2. A lokalitas mértéke.

3. A cellak egyszerli, vagy Osszetett volta.

4. A sorfejtésben megtartott elemek szdma, tipusa (lasst és gyors oszcillacio).

Ezekhez az aldbbi megjegyzéseket, magyarazatokat fiizziikk. Ahhoz, hogy az
elforduldsi szabadsagfokkal rendelkez6 racskontinuumot értelmezhessiink, az
sziikséges, hogy

— egyszeri cella esetén az elemek rendelkezzenek az elfordulési

szabadsagfokkal,

— Osszetett cellaként értelmezziik a rendszert, ekkor az elemek 6nallo elfordulasi

szabadséagfokara nincs is sziikség.

Ki kell hangsulyozni, hogy mindkét esetben az sziikséges, hogy a rendszer diszkrét
legyen.

A lokalitds a kinematikai szabadsadgfokok szamat nem befolyasolja. Hatdsa az
elmozdulés (eltolodas-elfordulas) — dindm (er6 és nyomaték) Osszefliggés
meghatdrozasaban van.

A cellak Osszetett volta értelmezi az egyes merev testek elfordulasi szabadsagfokan
tul a belsé szabadsagfokokat. Ez Osszevethetd a rudszerkezetek elméletében, és a
végeselem analizisben alkalmazott alszerkezetek modszerével, amelyben eldszor
egy-egy alszerkezet hatarpontjainak a viselkedését a belsé pontok viselkedésével
fejezziik ki, ezeket, mint ismeretleneket kikiiszoboljiik a rendszer egészébodl, és az
alszerkezetek érintkezd hatarpontjainak a szabadsagfokai fliggvényében vizsgaljuk a
rendszer egészét. A racskontinuum esetén az Osszetett cella egy kijelolt (tobbnyire a
suly-) pontjdra vonatkoztatjuk a cella szabadsagfokait, azaz a bdazispontnak az
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eltolodasat, elfordulasat, illetve a bazisponthoz viszonyitva az Osszetett cella
kiilonb6z6 konfiguracidinak a valtozasat tekintjiik a bazispontban a racskontinuum
belsé kinematikai szabadsagfokainak. Az analdgia itt megsziinik, mert amig az
alszerkezetek modszerében a folytonossdg megkovetelése az alszerkezetek
érintkezési pontjaiban (amelyek fizikailag azonosak) adja a rendszer egészére
vonatkoz6 éllapothatdrozo egyenleteket, addig a racskontinuumban a folytonossag
automatikusan teljesiil — nem vagtuk részekre a rendszert —, ellenben a kiilonb6z6
konfiguraciokhoz tart6zé belsd erdket kell eldzetesen parametrizalni, és a
bazispontra vonatkoztatott dinamikai valtozéval kifejezni a rendszer egyensulyat,
illetve mozgasat. S6t, ha az elemek eltoldédasara nézve folytonossagot koveteliink
meg — a gyorsan oszcillalod tagokat kizarjuk a vizsgalatbol — akkor magat a diszkrét
jelenséget iktatjuk ki a rendszerbdl.

Mint arra fentebb ramutattunk, igazabol nem a sorfejtésben megtartott elemek
szamatol fiigg a kinematikai szabadsagfok jellege, hanem az oszcillalas
gyorsasagatol. A lassan oszcillaldé megoldds a folytonos megoldast modellezi, a
gyorsan oszcillaldé a diszkrét megoldast. Azaz, ha csak a lassan oszcillalo
komponenst tartjuk meg, akkor egyszerlien megsziintetjiik a rendszer diszkrét
tulajdonsagait, nincs mod arra, hogy abban a kozelitésben a racskontinuum diszkrét
viselkedését irja le. A lassan oszcillalo, illetve a tobbféle karakterisztikus tdvolsaggal
(hullamhosszal) oszcillalo tagokra van sziikség ahhoz, hogy a modell a diszkrét
jellegzetességet visszatiikrozze.

Hangsulyozni kell, hogy a belsé szabadsagfokot egyszerli rendszer esetén az
eredendden definidlt elforduldsi szabadsagfok, vagy Osszetett rendszer esetén az
Osszetett cella egy pontjdhoz rendelt ,,belsd” szabadsagfokai biztositjak. A tobbféle
karakterisztikus tavolsadg (azaz a kiilonb6z6 a bazisfliggvény) és a nemlokalités
kiilonb6z6 jarulékokat adnak, azok nagysagrendjét rendszerrdl rendszerre vizsgdlni
sziikséges.

Néhany széban attekintjik a folytonossag —  diszkrétség kérdését a
rdcskontinuumban. Mirél is van sz6? Arrol, hogy masképpen viselkednek a
kontinuum pontjai és masképpen egy diszkrét, periodikusan strukturalt rendszer
csomopontjaiban 1ilé merev testek. El6szor nézziik az eltolodést. A kontinuum — mint
folytonos ponthalmaz — azzal jellemezhetd, hogy egy pont kdrnyezetében folytonos
minden, azaz ha egy pontja egy iranyban eltolodik, akkor annak a pontnak az egész
kornyezete is ugyanabba az irdnyba, ugyanazzal az értékkel mozdul el. Lehet, hogy
van némi eltérés a kornyezet egyik, illetve a masik végén 1évd pontok eltolddasa
kozott, de ez az eltérés a folytonossag megkovetelése miatt elenyészd, ha maga a
kornyezet kicsi. A racskontinuum — mint diszkrét rendszer — azzal jellemezhetd,
hogy két szomszédos pont nem feltételen kell, hogy koézel ugyanabba az iranyba,
kozel ugyanazon nagysagu eltolodast végezzen. Mozdulhatnak kissé eltérd iranyba,
kissé eltér6 nagyaggal. S6t lehet, hogy az egyik elmozdul, a masik nem, vagy
mindkettd, de egymas felé, vagy egymastol mozdul el. Es ez az, ami a diszkrét
rendszert, tehat példaul a kristalyracsokat jellemzi. Ez ugyanis a racsok rezgésének
az optikai 4ga, mig a kozel kollektiv, azaz a kontinudlis rezgés adja az akusztikus
agat. Hasonlo megjegyzések tehetok az elfordulési szabadsagfokkal kapcsolatban is.
Es ez a fejtegetés két dologra is felhivja figyelmet. Az egyik, hogy attdl, mert

153



Lamer: Anyagmodellezés

attériink egy diszkrét rendszerrdl a racskontinuumra, azaz egy folytonos leirasra, a
rendszer fizikai szempontb6ol még mindig diszkrét marad. A masik, hogy
elképzelhetd, hogy az attérés soran elveszik a diszkrét karakter. Ahhoz, hogy az
megmaradjon, elvben elegendden sok tagot kell a sorfejtésben megtartani, a
gyakorlatban azokat a gyorsan oszcillalo tagokat kell megtartani, amelyek éppen a
diszkrét jelleget tiikkrozik vissza. Megjegyezziik, altaldban azért tériink at a folytonos
modellezésre, mert a diszkrét jelleg nem dominal, azaz elhanyagolhato.

5. A szemcsehalmazok kinematikajanak a matematikai hattere

A szemcsehalmazt szilard, ovalisnak tekinthetd0 merev testek halmazaként
értelmezziik. A szemcsék pontokban érintkeznek, a szemesék kozott az érintkezési
pontban az érintkezd feliilletek k6zos normadlis irdnydba esik a kapcsolati erd.
Feltessziik, hogy surlodds nem 1ép fel, valamint, hogy csak nyomoderd ébred a
szemcsék kozott. Ezen feltevések mellett megmutathatd, hogy egy ovalisra hato
harom eré harom erével egyensulyozhatd. Ugyanakkor megmutathatd az is, hogy ez
esetben a harom er6hoz tetszéleges pontban nem lehet felvenni a harom
»~tamaszpontot”; magyaran a tamaszpontok helye és a tamaszerdk nagysaga egyarant
ismeretlen az egyensulyi allapot meghatarozasa sordn. Ez azt jelenti, hogy az
egyensuly beallasahoz egy-egy szemcsének addig kell forognia a tobbi szeme kozott,
hogy elérje azt a helyzetet, amelyben a ra hatdé erdk egyenstlyozhatok. Azaz a
szaraz, ,ragasztd nélkili”, surloddsmentes, kozel izometrikus ¢és kozel azonos
nagysdgi szemcsék halmazdban az egyensuly kialakuldsdhoz a szemcséknek
forogniuk kell. De ez a forgas nem folytonos, két szomszédos szemcse éppenséggel
ellentétes iranyba is foroghat.

A fenti allitas bizonyitdsa tilmenne a jelen eldadés keretén.

Meg kell jegyezni, hogy a kbzel azonos nagysagl szemcsék esetén egy szemcse a
geometriabol adéddan harom szemcsére tdmaszkodik fel, tehat a kiindul6 hipotézis
megalapozott. Az viszont tény, hogy nyujtott szemeloszlas esetén (a legkisebb és a
legnagyobb szemcsék atmérdinek az aranya a 10-et is eléri, vagy meghaladja) a
modell tovabbi vizsgdlatra szorul, bar az elv valtozatlan. A folyadék, esetleg mas
»ragasztd” jelenléte esetén a szemcsehalmaz cementalodik, és kontinuumként
viselkedik, azaz az elforduldsi szabadsagfok befagy; tehat a szemcsehalmaz
értelmezéséhez a szemcséknek az egymashoz viszonyitott ,,szabad” elmozdulasanak
képességére sziikség van. Végiil a surlodast kell megvizsgalni. Az nem tagadhato,
hogy surlodas szaraz szemcsék kozott is fellép. Ugyanakkor a gordiilési surlodas
elenyész6, tehat attol a szemcsék elfordulasa létre johet. Altalaban elcsuszasra is
sziikség van az egyensulyi helyzet kialakuldsédhoz, ezért a surlodas bizonyos, hogy
fellép, és vélhetd nem elhanyagolhatd szerepet jatszik a szaraz szemcsehalmaz
erdjatékaban. Az vilagos, hogy az er6hatdsok kozvetlen kornyezetében a surlodas
nem jatszik szerepet, a halmaz mélyebb rétegeiben, ahol mar jelentds oldaliranyu
nyomas 1ép fel, ott esetleg az egyensuly létrejohet a szemcsék elfordulasa nélkiil is.
Azt, hogy ez vélhetden igy van, a homokos kavicstalaj tomoritése soran a
tapasztalatbdl tudjuk: a tomorités hatékonysaganak van egy hatarmélysége; az alatt
nem tomorddik a talaj még akkor sem, ha elméletileg tomorithetd lenne.
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6. OSSZEFOGLALAS

Az elbadasban az anyag folytonos és diszkrét modellezésének kinematikai kérdéseit
vizsgaltuk. El6szor a kiilonbozd alakvaltozasi mechanizmusok fizikai és matematikai
leirasat adtuk meg. Ehhez néhany egyszert kisérletet vettiink alapul, mint siklapra
tevés, lyukfurds, helyi nyomads, rdzas, hajtogatds. Ezen kisérletek segitségével a
hagyomanyos szilard, folyadék, gdznemi testeken tul jol elkiilonithetéen viselkedik a
szemcsehalmaz, de a szilard és a folyékony is tovéabbi jol elkiilonithetd csoportokra
oszthatd. Megmutattuk, hogy az egyes eltéré viselkedés mogott az anyagon beliili
rend megmaraddsdnak a kiilonbozd tipusai taldlhatok. Ezt kdvetden rdviden
jellemeztiik a klasszikus kontinuumot, a racskontinuumot és a szemcsehalmazokat.
Ezen beliill megmutattuk, hogy a kollektiv viselkedés ¢és a rend megmaradéasa
egyértelmiien elkiiloniti az egyes viselkedési tipusokat. A kontinuum kinematikaja a
pontok kollektiv viselkedéssel jellemezhetd, ezzel egyiitt és ezzel Osszhangban a
belsd rend megmarad; a forgas ©nalld szabadsagfokként nem értelmezhetd. A
rdcskontinuum  kinematikdja egyszerre jellemezhetd kollektiv ¢és egyedi
viselkedéssel, az els6 jellemzd a kontinuumra, a masodik csak a racskontinuumra.
Mindemellett a belsé rend (a racs halozata, ezzel egyiitt az elemek sorrendje,
egymasutanisaga) megmarad. A forgas mint kinematikai szabadsagfok értelmezhetd
— kétféleképpen. Vagy az egyes elemek onmagukban fordulnak el, vagy Osszetett
cellat értelmezve annak a referenciapontjara vonatkoztatva csoportos kinematikai
szabadsagfokok kozott jelenik meg az elfordulds, mint 6néallé szabadsag fok. Fontos
hangsulyozni, hogy maga a rendszer diszkrét, ezt legjobban a modellben szerepld
elemek szdma (véges), ¢€s az egyedi, egymadssal szembe mozgd szomszédos
részecskék mutatjdk. A szemcsehalmaz befesziilt allapotban viselkedhet
kontinuumhoz hasonldan, azaz az erdhatas alatt kialakult rend ekkor megmarad.
Ekkor a kotott érintkezési pontok miatt a szemcse elfordulasa nem fiiggetlen
kinematikai szabadsagfok. A szemcsehalmaznak olyan egyedi mozgasa, amelyben a
rend megmarad, de a szemcsék egyedi mozgast, forgast végeznek, nem értelmezheto.
Amennyiben a szemcsehalmazban a szemcsék elforduldsa valoban érezteti a hatas,
akkor a rend nem marad meg, hanem a halmaz részlegesen, vagy teljes mértékben
atrendezddik. Ekkor a szemcsehalmaz diszkrét viselkedést mutat.
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